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❝✐t✐♥❣ ②❡❛rs ♦❢ P❤❉✳ ❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❛❞✈✐s♦rs ✐♥ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❚❤♦♠❛s
❈❤❛♥❡② ❛♥❞ ❈❤r✐st✐❛♥ ❍❡❧❧✇✐❣✱ ✇❤♦ ❣✉✐❞❡❞ ♠❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t♦rt✉♦✉s ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛ st✉❞❡♥t t♦
❜❡✐♥❣ ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r✳ ■t ✐s ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ✭❜✉t s♦♠❡✇❤❛t ❞✐s❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❛t t✐♠❡s✮ t♦ ❤❛✈❡ s♣❡♥t ✇❡❡❦s
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ②♦✉r ♦✇♥ ♠♦❞❡❧ ❥✉st t♦ r❡❛❧✐③❡ ✐t t❛❦❡s ♦♥❧② ✜✈❡ ♠✐♥✉t❡s t♦ ②♦✉r ❛❞✈✐s♦rs t♦ ❣❡t
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✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ ♠② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳
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P❛tr✐❝❦✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝t♦r❛❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ❞✐❞ ♥♦t ♦♥❧② ❤❡❧♣ ♠❡ ✇✐t❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝
❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❡ t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ P❤❉✳
❖♥ t♦♣ ♦❢ ♠② ②❡❛rs ✐♥ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ■ ❤❛✈❡ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦✛❡r❡❞
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❛♥❞ ❑❡✐✲▼✉ ❨✐✱ ■ ❢❡❧t ✇❡❧❝♦♠❡❞ t♦ ♣❧❛② ♠② ♣❛rt ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡✱ ❛s ❛♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡s❡❛r❝❤❡r✱ t♦ ❛
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■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ♠② ♣❛r❡♥ts ✇❤♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛ P❤❉
✷
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❞r❛✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❝❛❞❡♠✐❝ r❡s❡❛r❝❤✳ ❍❛✈✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞s ♠❛❦✐♥❣ ❢✉♥
♦❢ ♠❡ ❢♦r st✐❧❧ ❜❡✐♥❣ ❛ st✉❞❡♥t ❛t ✸✵ ✇❛s ❛❧s♦ ❛ ❣♦♦❞ r❡♠✐♥❞❡r t❤❛t t❤✐s ♣❛t❤ ✐s ❛ ✈❡r② ♣❡❝✉❧✐❛r ♦♥❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛st ✻ ②❡❛rs ❝❛♠❡ ❢r♦♠ ♠②
✇✐❢❡ ❈♦♥st❛♥❝❡✱ ✇❤♦ ♣❛t✐❡♥t❧② ❧✐st❡♥❡❞ t♦ ♠② ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s❡✈❡r❛❧ ❞♦③❡♥ t✐♠❡s ❛♥❞ st✐❧❧ ❢♦✉♥❞
t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❣✐✈❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❙❤❡ ❣❛✈❡ ♠❡ s✉♣♣♦rt ✇❤❡♥ ■ ♥❡❡❞❡❞ ✐t
❛♥❞ ♣✉s❤❡❞ ♠❡ t♦ ✇♦r❦ ❤❛r❞❡r ✇❤❡♥❡✈❡r ■ ✇❛s ✐♥ ♠② ❝♦♠❢♦rt ③♦♥❡✳ ■ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞
t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐t❤♦✉t ❤❡r✳
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❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ❡ss❛②s ♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ■ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✹✵ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❡♠❡r❣✐♥❣ ♠❛r❦❡ts✱ ■ ✜♥❞
t❤❛t tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤✐❧❡ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤✐s ♥❡✇ ❢❛❝t✱ ■
❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✺✪
♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡✱ ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✏❚r❛❞❡
❈♦♠♦✈❡♠❡♥t P✉③③❧❡✑✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ❦❡② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ✭✐✮ ♣r✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❞✉❡ t♦
♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s s❡r✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❝r❡❛t❡s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞
❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ tr❛❞❡ ❧✐♥❦❛❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ❞♦♠❡st✐❝ ●❉P ❛♥❞ t❡st ♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✉❜❧❡t ❛♥❞ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✇✐t❤
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❋✐r♠s ❛❝❝❡ss ♥❡✇ ✈❛r✐❡t✐❡s ✇❤❡♥ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥②
❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❥♦✐♥t❧② ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡r❡ t♦ ✐♠♣♦rt ❢r♦♠ ❛♥❞ t♦ ❡①♣♦rt t♦✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❝♦st ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt✐♥❣✴❡①♣♦rt✐♥❣ str❛t❡❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❛ ✜r♠✬s
❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t s✉♣♣❧✐❡rs✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s ❛❝r♦ss ✜r♠s ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞♠✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐s✲
r✉♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ s✉❜st✐t✉t❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛♥② tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝
❝♦✉♥tr✐❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡s t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦✲
❛❣❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ s❛♥❝t✐♦♥s t♦ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr② ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r
❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r t❡st t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ❙❤❡❦❤❛r ❚♦♠❛r ❛♥❞ ■ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r ♦♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ s❡❝t♦rs ❧♦❝❛t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧②✲❝❤❛✐♥✳ ❖♥
t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛r❡ ❣r♦ss s✉❜st✐t✉t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r✐❝❡
❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ ❧❛❜♦r ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❡r ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ♦♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s✐♠♣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
❞❡♠❛♥❞✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡ s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❋r❡♥❝❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❤♦✇
t❤❛t ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ s❡❝t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t ♣r✐❝❡ ❛r❡ ✈❡r②




❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s tr❛✐t❛♥t ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡t ❞❡ ♠❛❝r♦é✲
❝♦♥♦♠✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ rô❧❡ ❞❡s ❝❤❛✐♥❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡t ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❝②❝❧❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉✈r❛♥t ✹✵ ♣❛②s ❞❡ ❧✬❖❈❉❊ ❡t ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛②s
é♠❡r❣❡❛♥ts✱ ❥❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡♥ ❜✐❡♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❛
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ P■❇ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡♥ ❜✐❡♥ ✜♥❛❧ ♥✬❡st ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳
▼♦t✐✈❡ ♣❛r ❝❡ ❢❛✐t ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❥❡ ❝♦♥str✉✐s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
r❡♣r♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s ❞❡ ✽✺✪ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡t ❝♦✲♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ P■❇✱ ♦✛r❛♥t
❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛✉ ✓ ❧✬❆♥♦♠❛❧✐❡ ❈♦♠♠❡r❝❡ ❈♦✲♠♦✉✈❡♠❡♥t ✔✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ✭✐✮ ❞❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❞❡ ♣r✐① ❧✐é❡s ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐q✉❡
❡t ✭✐✐✮ ✉♥❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜r♠❡s ❛❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❛②s✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥❞♦❣è♥❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té ♠❡s✉ré❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛②s✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡
♣rés❡♥t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s s✉♣♣♦rt❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❥❡ t❡st❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s
❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✉❜❧❡t ❡t ♠♦✐ ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✐♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❡t ❞❡s ❝❤❛✐♥❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ▲❡s ✜r♠❡s
❣❛❣♥❡♥t ❛❝❝ès à ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠❛r❝❤é étr❛♥❣❡r
❡t ❞é❝✐❞❡♥t ❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❞✬✐♠♣♦rt❡r ❡t ❞✬❡①♣♦rt❡r✳ ▲❡ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬✐♠♣♦rt ❡t ❞✬❡①♣♦rt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✜r♠❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ s❡s ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞✐r❡❝ts ❡t ✐♥❞✐✲
r❡❝ts✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❞♠❡t
♣❧✉s✐❡✉rs éq✉✐❧✐❜r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♠❡r❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛②s s✉r ❧❛ ré♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♠♦♥❞✐❛❧ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ✢✉①
❝♦♠♠❡r❝✐❛✉① s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ s✉❜st✐t✉ts✳ ❆✐♥s✐✱ ✐♠♣♦s❡r ❞❡s s❛♥❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♣❛②s ❞♦♥♥❡s ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✢✉① ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛②s ❞✉ ♠♦♥❞❡✳ ◆♦✉s t❡st♦♥s ❡♥✜♥
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ é❝r✐t ❛✈❡❝ ❙❤❡❦❤❛r ❚♦♠❛r✱ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ✐♥♥♦✈❛✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝t❡✉r s✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡s ❛✉tr❡s s❡❝t❡✉rs s✐t✉és ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s
❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❉✬✉♥ ❝♦t❡✱ s✐ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t
s✉❜st✐t✉ts✱ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐① ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs t❡♥❞ à ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✉♥✐té ♣r♦❞✉✐t❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ✉♥❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐tés ❝❛r ❧❡ ❝♦✉t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞é❝r♦ît✳ ▲✬❡✛❡t ♥❡t s✉r ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞é♣❡♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
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✷✳✶ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s kk′ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✷✳✷ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✸✳✶ ❚♦t❛❧ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✸✳✷ ❈❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ αj ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✸✳✸ P♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✸✳✹ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❜♦✈❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✸✳✺ ❉❡♠❛♥❞ ❊❧❛st✐❝✐t② ǫD ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾




❱❛❧✉❡ ❆❞❞❡❞ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ▲✐♥❦❛❣❡s
❆❝r♦ss ❈♦✉♥tr✐❡s
❇② ❋r❛♥ç♦✐s ❞❡ ❙♦②r❡s✶
❆❜str❛❝t
❲❤❛t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥❄ ❯s✐♥❣
❞❛t❛ ❢r♦♠ ✹✵ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❡♠❡r❣✐♥❣ ♠❛r❦❡ts✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✐♥♣✉ts ♣❧❛②s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤✐❧❡ tr❛❞❡ ✐♥
✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤✐s ♥❡✇ ❢❛❝t✱ ■ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✺✪ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡✱
♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✏❚r❛❞❡ ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t P✉③③❧❡✑✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥
t✇♦ ❦❡② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ ✭✐✮ ♣r✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s s❡r✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❝r❡❛t❡s ❛ ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ tr❛❞❡ ❧✐♥❦❛❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■
♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s ❛♥❞
❞♦♠❡st✐❝ ●❉P ❛♥❞ t❡st ♦t❤❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
✶❊♠❛✐❧✿ ❢r❛♥❝♦✐s✳❞❡✳s♦②r❡s❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠ ❛♥❞ ❙❤❡❦❤❛r✳❚♦♠❛r❅✉t✲❝❛♣✐t♦❧❡✳❢r✳
■ ❛♠ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❚❤♦♠❛s ❈❤❛♥❡② ❢♦r ❤✐s ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❣✉✐❞❛♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡✐r ❝♦♠♠❡♥ts✱ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ▼❛♥✉❡❧
❆♠❛❞♦r✱ ❆r✐❡❧ ❇✉rst❡✐♥✱ P❛tr✐❝❦ ❋è✈❡✱ ❙✐♠♦♥ ❋✉❝❤s✱ ❏✉❧✐❛♥ ❞✐ ●✐♦✈❛♥♥✐✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❍❡❧❧✇✐❣✱ ❚✐♠ ❑❡❤♦❡✱ ▼❛rt✐
▼❡st✐❡r✐✱ ❆❧❜❛♥ ▼♦✉r❛✱ ❋❛❜r✐③✐♦ P❡rr✐✱ ❆♥❛✲▼❛r✐❛ ❙❛♥t❛❝r❡✉✱ ❈♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❙♦②r❡s✱ ❙❤❡❦❤❛r ❚♦♠❛r✱ ❘♦❜❡rt
❯❧❜r✐❝❤t✱ ❑❡✐✲▼✉ ❨✐ ❛♥❞ s❡♠✐♥❛r ♦r ✇♦r❦s❤♦♣ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ ♠❛♥② ♣❧❛❝❡s✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ❘❡s❡r✈❡
❇❛♥❦ ♦❢ ▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐s✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ❢♦r t❤❡✐r ❤♦s♣✐t❛❧✐t② ❛♥❞ ❊❘❈ ❣r❛♥t
◆➦✸✸✼✷✼✷✕❋✐◆❡t ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ❆❧❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ♠✐♥❡✳
✶✺
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ✏❚r❛❞❡ ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t P✉③③❧❡✑✱ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❑♦s❡ ❛♥❞ ❨✐ ✭✷✵✵✶ ❛♥❞ ✷✵✵✻✮✱ r❡❢❡rs t♦ t❤❡
✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧s t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ r♦✲
❜✉st ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳✷ ❯s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❤♦rs❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✭■❘❇❈✮ ♠♦❞❡❧✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡
s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❜✉t
❢❛❧❧ s❤♦rt ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜② ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳✸
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ r❡✜♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧
tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤✐s r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣✳ ❋✐rst✱ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ♣❧❛②s
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤✐❧❡ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✐s
❢♦✉♥❞ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✉♥❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ r♦❧❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥s✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤✐s ♥❡✇ ❢❛❝t✱
■ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥♣✉ts ✇✐t❤ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ♣r✐❝✐♥❣
❛♥❞ ✜r♠s ❡♥tr②✴❡①✐t✳ ■♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
✽✺✪ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡✱ ❤❡♥❝❡ ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✏❚r❛❞❡
❈♦♠♦✈❡♠❡♥t P✉③③❧❡✑✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s
❛♥❞ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤r♦✉❣❤ tr❛❞❡ ❧✐♥❦❛❣❡s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t
❧✐♥❦❛❣❡s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ■ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
■ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s s❡r✈✐♥❣
❡✈❡r② ♠❛r❦❡t✳
❊♠♣✐r✐❝s ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ❜② ❋r❛♥❦❡❧ ❛♥❞ ❘♦s❡ ✭✶✾✾✽✮✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s
st✉❞✐❡❞ ❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ●❉P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞
r♦❜✉st ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ●❉P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ■ ✉♣❞❛t❡ t❤♦s❡ ✜♥❞✐♥❣s ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛♥❡❧
♦❢ ✹✵ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ✉♥❝♦✈❡r ❛ ♥❡✇ ❢❛❝t✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ✇❤✐❧❡ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
✷❋♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ s❡❡ ❋r❛♥❦❡❧ ❛♥❞ ❘♦s❡ ✭✶✾✾✽✮✱ ❈❧❛r❦ ❛♥❞ ✈❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣
✭✷✵✵✶✮✱ ■♠❜s ✭✷✵✵✹✮✱ ❇❛①t❡r ❛♥❞ ❑♦✉♣❛r✐ts❛s ✭✷✵✵✺✮✱ ❑♦s❡ ❛♥❞ ❨✐ ✭✷✵✵✻✮✱ ❈❛❧❞❡r♦♥✱ ❈❤♦♥❣✱ ❛♥❞ ❙t❡✐♥ ✭✷✵✵✼✮✱
■♥❦❧❛❛r✱ ❏♦♥❣✲❆✲P✐♥✱ ❛♥❞ ❍❛❛♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ❞✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❛♥❞ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✶✵✮✱ ◆❣ ✭✷✵✶✵✮✱ ▲✐❛♦ ❛♥❞ ❙❛♥t❛❝r❡✉ ✭✷✵✶✺✮✱
❞✐ ●✐♦✈❛♥♥✐✱ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦ ❛♥❞ ▼❡❥❡❛♥ ✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✻✮
✸❋♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st✉❞✐❡s✱ s❡❡ ❑♦s❡ ❛♥❞ ❨✐ ✭✷✵✵✶✱ ✷✵✵✻✮✱ ❇✉rst❡✐♥✱ ❑✉r③ ❛♥❞ ❚❡s❛r ✭✷✵✵✽✮✱ ❏♦❤♥s♦♥ ✭✷✵✶✹✮ ♦r
▲✐❛♦ ❛♥❞ ❙❛♥t❛❝r❡✉ ✭✷✵✶✺✮
✶✻
❋✐rst✱ ■ r❡✜♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢♦✉r ✶✵✲②❡❛rs
✇✐♥❞♦✇s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✼✵ t♦ ✷✵✵✾✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦✉♥tr② ♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t
st❛②s ❤✐❣❤ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✏❚r❛❞❡ ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t P✉③③❧❡✑ ❛❧✐✈❡✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ tr❛❞❡ ❞❛t❛ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞
❢r♦♠ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts tr❛❞❡✳ ❘❡❣r❡ss✐♥❣ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦♥ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥
✜♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②
♣♦✇❡r✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ✜♥❞✐♥❣ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ r✐s❡ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥s ♣❧❛②s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ●❉P ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳
❚❤❡♦r② ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❑❡❤♦❡ ❛♥❞ ❘✉❤❧ ✭✷✵✵✽✮ ♦r ❇✉rst❡✐♥ ❛♥❞ ❈r❛✈✐♥♦ ✭✷✵✶✺✮✱ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❦❛❣❡s ❛❧♦♥❡ ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ str♦♥❣ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❡st✐❝ ●❉P ❛♥❞
❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ●❉P ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥
❛ ❝♦✉♥tr② ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❣❡♥❝✐❡s ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐♠♣♦rts✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❛s❡ ♣r✐❝❡s✳ ❲❤❡♥ ✐♠♣♦rts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣r✐❝❡ t❛❦✐♥❣
✜r♠s ❝❤♦♦s❡ ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉t t❤❛t ❡q✉❛❧✐③❡s t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡✳ ❯♣ t♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉t ②✐❡❧❞s
❡①❛❝t❧② ❛s ♠✉❝❤ ❜❡♥❡✜t ❛s ✐t ❜r✐♥❣s ❝♦sts✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝
✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t t❤❡② ✐♠♣❛❝t t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ✏♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧t✑
✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ❚r❛❞❡✲❈♦♠♦✈❡♠❡♥t P✉③③❧❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t✇♦ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts
t❤❛t ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦ t❤r♦✉❣❤ tr❛❞❡
❧✐♥❦❛❣❡s✳
❋✐rst✱ ✇❤❡♥ ✜r♠s ❝❤♦s❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡ ✭✐✳❡✳ ❛r❡ ♥♦t ♣r✐❝❡ t❛❦❡rs✮✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡q✉❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡✐r ✐♥♣✉ts✳ ❆s ♥♦t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜② ❍❛❧❧ ✭✶✾✽✽✮ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❇❛s✉ ❛♥❞ ❋❡r♥❛❧❞ ✭✷✵✵✷✮✱ ●♦♣✐♥❛t❤ ❛♥❞ ◆❡✐♠❛♥ ✭✷✵✶✹✮ ♦r ▲❧♦s❛ ✭✷✵✶✹✮✱ t❤✐s ✇❡❞❣❡
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐♥♣✉ts ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✐♥♣✉t ✉s❛❣❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✱ ♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ❛❞❥✉st♠❡♥ts
❞✉❡ t♦ ❜❛s✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ✜r♠
✐♥❝❧✉❞❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣❛②♠❡♥t t♦ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦✜t✳ ❚❤✐s
❧❛st ♣❛rt ✐s str♦♥❣❧② s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✿ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ✜r♠ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦
✶✼
❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ✜①❡❞ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛❢t❡r ❛ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●❉P ❢♦r ❛
❝♦✉♥tr② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣ ✜r♠s ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦r s✉♣♣❧②✳✹
❙❡❝♦♥❞✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❲✐t❤ ❧♦✈❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t②✱ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤
♠♦r❡ s✉♣♣❧✐❡rs ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥♣✉ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♠♣♦rts t❤❛t ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ s✉♣♣❧✐❡rs ❧❡❛❞s t♦
❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❝❤❛♥❣❡✳ ▲♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥✿ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤
♠♦r❡ s✉♣♣❧✐❡rs ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛t tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐♥♣✉ts ✐♥t♦ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡
❛❞❞❡❞ t♦ r❡❛❝t ♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦r s✉♣♣❧②✳
◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦✉♥tr② ❞②♥❛♠✐❝
❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥♣✉ts t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ❦❡② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿
✭✐✮ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s s❡r✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳
Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s
❢❛s❤✐♦♥ ❧❛❜♦r✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❛ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ❜♦✉❣❤t ❢r♦♠ ❞♦♠❡st✐❝
❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ✜r♠s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t✱ ✜r♠s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❡② s❡r✈❡ ✭✐❢
❛♥②✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✜r♠s✬ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡✐r s✉♣♣❧✐❡rs✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡
❡①♣♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
✜r♠s ❛r❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❞♦♠❡st✐❝ ●❉P t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ tr❛❞❡
❧✐♥❦❛❣❡s✳
■ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✶✹ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✏r❡st✲♦❢✲t❤❡✲✇♦r❧❞✑ ❛♥❞ ❛ss❡ss ✐ts ❛❜✐❧✐t②
t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ●❉P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ✜rst ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ ●❉P✱ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❛❝r♦ss ❛❧❧
❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✾ ❛♥❞ ✷✵✵✽✳ ❙✐♥❝❡ ♠② ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✜①❡❞✲❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ tr❛❞❡ ♦♥ ●❉P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ■ t❤❡♥
r❡❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡ts ❢♦r tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞
✹❘❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❇✉rst❡✐♥ ❛♥❞ ❈r❛✈✐♥♦ ✭✷✵✶✺✮ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ ✜r♠s t❛❦❡ ♣r✐❝❡s ❛s ❣✐✈❡♥✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
tr❛❞❡ ❝♦sts ❝❛♥ ❛✛❡❝t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ✐t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢r♦♥t✐❡r
❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s s❛②✐♥❣ t❤❛t s❤♦❝❦s t♦ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ tr❛❞✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t
♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❚❋P ✐❢ ❛❧❧ ✜r♠s ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❛❦❡ ♣r✐❝❡s ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ●❉P ✐s ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
✶✽
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ❜② ✶✵✪✳ ■♥ ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ■ ❢❡❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ❛♣♣❡❛rs t❤r❡❡ t✐♠❡s ✇✐t❤
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ tr❛❞❡✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡✳ ❋✐①❡❞
❡✛❡❝t r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
✽✺✪ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s✳✺
❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t✱ ■ s❤♦✇ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❛t tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s
❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦✲
❧✐st✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡
❜② ❛ ❢❛❝t♦r s❡✈❡♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❞❛t❛✳
❋✉rt❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ Pr✐❝❡ ❈♦st ▼❛r❣✐♥ ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ♠♦♥♦♣♦❧② ♣♦✇❡r ❛♥❞
❖❊❈❉ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ✐♥❞✉str② ❧❡✈❡❧✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❦✉♣s ❤❛✈❡ ❛ ●❉P t❤❛t
✐s ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡②
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ●❉P ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣♦rts r✐s❡s✳
❙❡❝♦♥❞✱ ■ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ tr❛❞❡ ❛♥❞ r❡❣r❡ss ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ●❉P
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤♦s❡ ✐♥❞❡①❡s✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❣♦♦❞s tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
q✉❛♥t✐t② tr❛❞❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❣♦♦❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② str✐❦✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥
❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♦♥❧② ❛ ❢♦✉rt❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t♦t❛❧ tr❛❞❡✳✻
❋✐♥❛❧❧②✱ ■ t❡st t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❤✐❣❤❡r tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♠❡❛s✉r❡❞
❚❋P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳ ■ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ❞❡tr❡♥❞ t❤❡ ❙♦❧♦✇ ❘❡s✐❞✉❛❧ ❢♦r ✶✽ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❘❡❣r❡ss✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❋P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ tr❛❞❡
♣r♦①✐♠✐t② s❤♦✇s t❤❛t✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✱ ❛ ❤✐❣❤❡r tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐s ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❋P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❋r❛♥❦❡❧ ❛♥❞ ❘♦s❡ ✭✶✾✾✽✮✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛♣❡rs
❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲
✺❙❡❡ ♣❛♣❡rs ❝✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦♦t♥♦t❡ ✷
✻❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ▲✐❛♦ ❛♥❞ ❙❛♥t❛❝r❡✉ ✭✷✵✶✺✮ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡
♠❛r❣✐♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡♠✱ ■ ❛♠ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✜①❡❞ ❡✛❡❝t r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
♠❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳
✶✾
s❡❝t✐♦♥✳✼ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♠♦st❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t✇♦ r❡❝❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱
▲✐❛♦ ❛♥❞ ❙❛♥t❛❝r❡✉ ✭✷✵✶✺✮ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❢♦r ●❉P
❛♥❞ ❚❋P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❞✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✻✮ ✉s❡s ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s
❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❛ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞r✐✈❡rs ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡✐r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ■ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣❛rt
❜✉t ❛❧s♦ ❛❞❞ ❡❧❡♠❡♥ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ✜r♠s t❤❛t ■ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳
■❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥
❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s st✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛r✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ ✇♦r❦❤♦rs❡ ■❘❇❈ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❑♦s❡ ❛♥❞ ❨✐ ✭✷✵✵✻✮ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❡①♣❧❛✐♥ ❛t ♠♦st ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
✇❤❛t t❤❡② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❚r❛❞❡ ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t P✉③③❧❡✑✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❛♥② ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ r❡✜♥❡❞ t❤❡
♣✉③③❧❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝ ♠♦❞❡❧s✳
❇✉rst❡✐♥✱ ❑✉r③ ❛♥❞ ❚❡s❛r ✭✷✵✵✽✮ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❝♦✉♥✲
tr✐❡s ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r t✐❣❤t❡r ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❤♦♠❡ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇✳✽ ❆r❦♦❧❛❦✐s ✫ ❘❛♠❛♥❛r❛②❛♥❛♥ ✭✷✵✵✾✮
❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②✲
❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡✐r ❘✐❝❛r❞✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ tr❛❞❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❜✉t s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s t❤❛t r❡❛❝t t♦ ❢♦r❡✐❣♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t❤❡✐r ♠♦❞❡❧
t♦ ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ st❛♥❞❛r❞ ■❘❇❈✱ ❏♦❤♥s♦♥
✭✷✵✶✹✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣✉③③❧❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥s✳ ❈♦♠♣❛r❡ t♦ t❤♦s❡ ♣❛♣❡rs✱ ■ ❛❞❞ ✜r♠ ❡♥tr② ❛♥❞ ❡①✐t
❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤♦s❡ ❛r❡ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦
❞❡❧✐✈❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✳ ▲✐❛♦ ❛♥❞ ❙❛♥t❛❝r❡✉ ✭✷✵✶✺✮ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ●❤✐r♦♥✐
✫ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r✐❛ ✫ ❈❤♦✐ ✭✷✵✵✼✮ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ t✇♦✲❝♦✉♥tr② ■❘❇❈ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
tr❛❞❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❧❡❛❞s t♦
❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❋P✾ ❛❝r♦ss tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs✳ ❈♦♠♣❛r❡ t♦ t❤✐s ♣❛♣❡r✱
✼s❡❡ ♣❛♣❡rs ❝✐t❡❞ ✐♥ ❢♦♦t♥♦t❡ ✷✳
✽■♥ t❤❡✐r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✺ ❢♦r t❤✐s ❡❧❛st✐❝✐t②✳
✾❉❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧ ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s ❧❡✈❡❧
✷✵
■ ❛❞❞ ♠✉❧t✐♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦♥❣ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝②
✐♥ ✜r♠s✬ ♣r✐❝✐♥❣ ❡♥❞ ❡①♣♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ❡①t❡♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♠❛♥②
❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✳✶✵ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❉r♦③❞✱ ❑♦❧✲
❜✐♥ ❛♥❞ ◆♦s❛❧ ✭✷✵✶✹✮ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ ❉r♦③❞ ❛♥❞ ◆♦s❛❧
✭✷✵✶✷✮✱ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❝✉st♦♠❡rs ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢r✐❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡rs
❛♥❞ r❡t❛✐❧❡rs✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛r❦❡t✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝ ❣♦♦❞s ❝r❡❛t❡ t✐♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡tt❡r ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ♠②
♣❛♣❡r✱ t❤❡ s❡t✉♣ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ✇❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣♦rts ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t
✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡✐r ❝❛s❡ ✐t ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ◆❛s❤ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦✈❡r t❤❡
s✉r♣❧✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞ r❡t❛✐❧❡rs✳
❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥♣✉t tr❛❞❡ ♦♥ ✜r♠s ❡✣❝✐❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ●♦♣✐♥❛t❤ ❛♥❞ ◆❡✐♠❛♥
✭✷✵✶✹✮✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✷✵✵✶✲✷✵✵✷ ❆r❣❡♥t✐♥✐❛♥ ❝r✐s✐s✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛✉s❡
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r♦♣ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞
❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝♦st ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣❧✐❡rs✱ t❤❡② r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✇✐t❤✐♥ ✜r♠s✬ ❞②♥❛♠✐❝s
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✜r♠s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❜✉s✐♥❡ss
❝②❝❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② ●❤✐r♦♥✐ ✫ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s✬
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❋❛tt❛❧✲❏❛❡❢ ✫ ▲♦♣❡③ ✭✷✵✶✹✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❛r❡❛✱ ❇❛q❛❡❡ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ✇❤❡r❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝
s❤♦❝❦s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r✲
❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❡❝♦♥♦♠② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ tr❛❞❡
✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r❡❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ st❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t
♣r♦✈✐❞❡s ❝❧❡❛r ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛r❦✉♣s ❛♥❞ ❡♥tr②✴❡①✐t ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜❢t❤
s❡❝t✐♦♥✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✶✵■♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ♥♦ ✜r♠ ✐s ❜♦t❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❡r ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦rt❡r✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
✐t ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ♥❡t✇♦r❦ ❡✛❡❝t✳
✷✶
s✐①✳ ❙❡❝t✐♦♥ s❡✈❡♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❢✉rt❤❡r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ s❡❝t✐♦♥ ❡✐❣❤t
❝♦♥❝❧✉❞❡s✳
✶✳✷ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✉s❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✹✵ ❝♦✉♥tr✐❡s✶✶ ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ str❡t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✼✵ t♦ ✷✵✵✾
❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❋r❛♥❦❡❧ ❛♥❞ ❘♦s❡ ✭✶✾✾✽✮ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧
tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r♦❧❡ ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐s r♦❜✉st t♦ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ tr❛❞❡ ✐♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②
♣♦✇❡r ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡♥ ■ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠❡tr✐❝ str❛t❡❣② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳
■ ✉s❡ ❛♥♥✉❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ r❡❛❧ ●❉P ❢r♦♠ t❤❡ P❡♥♥ ❲♦r❧❞ ❚❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿
✭✐✮ ❍P ✜❧t❡r ✇✐t❤ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✻✳✷✺ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✭✐✐✮
❧♦❣ ✜rst ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚r❛❞❡ ❞❛t❛ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ◆♦❣✉❡r❛ ✭✷✵✶✻✮ ✇❤♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❛t❛ ♦♥
tr❛❞❡✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥♣✉t ✉s❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t tr❛❞❡ ✢♦✇s ❢r♦♠ ✶✾✼✵ t♦ ✷✵✵✾ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts✳
■♥ ❛ ✜rst s❡t ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥s✱ ■ ❝♦♥str✉❝t ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✐♥t❡♥s✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s i ❛♥❞ j ✉s✐♥❣ t♦t❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛s✿ ❚♦t❛❧ij❂
Total Tradeij
GDPi+GDPj
✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t♦t❛❧ ●❉P✳✶✷
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐♥ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✱ ■ ❢✉rt❤❡r
❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❋✐♥❛❧ij ❛♥❞ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ij ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐♥ ✜♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✶✸
✶✶❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s✿ ❆r❣❡♥t✐♥❛✱ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❆✉str✐❛✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❇r❛③✐❧✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❈❤✐❧❡✱ ❈❤✐♥❛✱ ❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝✱
❉❡♥♠❛r❦✱ ❊st♦♥✐❛✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ●r❡❡❝❡✱ ❍✉♥❣❛r②✱ ■♥❞✐❛✱ ■♥❞♦♥❡s✐❛✱ ■r❡❧❛♥❞✱ ■sr❛❡❧✱ ■t❛❧②✱ ❏❛♣❛♥✱
❑♦r❡❛✱ ▼❡①✐❝♦✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞✱ ◆♦r✇❛②✱ P♦❧❛♥❞✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ❘✉ss✐❛✱ ❙❧♦✈❛❦ ❘❡♣✉❜❧✐❝✱ ❙❧♦✈❡♥✐❛✱ ❙♣❛✐♥✱
❙✇❡❞❡♥✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞✱ ❚❤❛✐❧❛♥❞✱ ❚✉r❦❡②✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❛♥❞ ❱✐❡t♥❛♠









♠❡❛s✉r❡ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ t❛❦❡ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ❞❡♣❡♥❞s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❢♦r ✐ts ✐♠♣♦rts ♦r ❡①♣♦rts✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ ■ ✉s❡ t❤✐s ✐♥❞❡①✳
✶✸■♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ■ ✈❡r✐❢② t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ♠② ✜♥❞✐♥❣s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♥❣
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢r♦♠ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ❙❚❆◆ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❖❊❈❉✱ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t t❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛t t❤❡
✷✷
❚❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ●❉P ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ❜❡✲
②♦♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s❤♦❝❦s✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡s✱ ♠♦♥❡t❛r② ♣♦❧✐❝✐❡s✱ ❡t❝✳✳✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤♦s❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ t❤❡
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❜✐❛s❡❞ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ tr❛❞❡ ❧✐♥❦❛❣❡s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ■ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❢♦✉r ♣❡r✐♦❞s
♦❢ t❡♥ ②❡❛rs ❡❛❝❤✳ ■♥ ❡✈❡r② t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ ●❉P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs ❛s
✇❡❧❧ ❛s tr❛❞❡ ✐♥❞❡①❡s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ tr❛❞❡ ✐♥❞❡① r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s t❤❡♥
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ②❡❛r❧② ✐♥❞❡①❡s✳ ❯s✐♥❣ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧
❢♦r t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳
■ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
(1) ❝♦rr(GDP filteredit , GDP
filtered
jt ) = α1 + βT log(❚♦t❛❧ijt) + controls+ ǫ1,ijt
(2) ❝♦rr(GDP filteredit , GDP
filtered
jt ) = α2 + βI log(■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ijt) + βF log(❋✐♥❛❧ijt) + controls+ ǫ2,ijt
■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❢❛❝ts t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ●❉P
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡s 1.1 ❛♥❞ 1.1
❋✐♥❞✐♥❣ ✶✿ ❚❤❡ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡ ✐s r♦❜✉st t♦ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝t
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❋r❛♥❦❡❧ ❛♥❞ ❘♦s❡ ✭✶✾✾✽✮ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡✬s r♦❧❡ ✐♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❤♦❝❦s✳ ❯s✐♥❣ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐rs ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r tr❛❞❡ ❧✐♥❦❛❣❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞
●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t r✉❧❡ ♦✉t ♦♠✐tt❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐❛s s✉❝❤ ❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s❤♦❝❦s ❛♥❞ ❧❛r❣❡r tr❛❞❡ ✢♦✇s✳ ❇②
❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✱ t❤✐s ♣❛♣❡r r❡❧❛t❡s t♦
r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s t❤❛t tr② t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳✶✹
❯s✐♥❣ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s ✜①❡❞
❡✛❡❝ts✱ t❤❡ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ✐♥ ●❉P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❢♦r ❍P ✜❧t❡r ❛♥❞ ✜rst
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s (1) ❛♥❞ (3) t❛❜❧❡ 1.1✳ ❚❤♦s❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♠♣❧② t❤❛t ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠
❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ❢r♦♠ ✶✾✾✺ t♦ ✷✵✶✹✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦❜✉st
✉s✐♥❣ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥✳
✶✹❉✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❛♥❞ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✶✵✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦✉♥tr② ♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉str②✲❧❡✈❡❧
❞❛t❛ ✇✐t❤ ✺✺ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ ✶✾✼✵ t♦ ✶✾✾✾ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝t♦r❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t
✭♥♦t ✈❛❧✉❡✲❛❞❞❡❞✮ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥❞✉str② ❧❡✈❡❧✳ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✻✮ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦✉♥tr② ♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛
♣❛♥❡❧ ♦❢ ✻✸ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ ✶✾✾✺ t♦ ✷✵✶✸ ❛♥❞ t❡st t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ tr❛❞❡ ✐♥ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳
✷✸
t❤❡ ✷✺t❤ t♦ t❤❡ ✼✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ ♠② s❛♠♣❧❡✶✺ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ●❉P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✵✺ ❛♥❞ ✵✳✵✻✷✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❛❧s♦ r♦❜✉st ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t✇♦ t✐♠❡
✇✐♥❞♦✇s ♦❢ ✷✵ ②❡❛rs ❡❛❝❤✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ 1.2✳
❋✐♥❞✐♥❣ ✷✿ ❚r❛❞❡ ✐♥ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ♣❧❛②s ❛ str♦♥❣ r♦❧❡ ✐♥ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ❛t ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡
❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❝♦❧✉♠♥s (2) ❛♥❞ (4) ♦❢ 1.1 ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ❢r♦♠
tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛ s♣❡❝✐✜❝ r♦❧❡ ❢♦r tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts✱ ❜♦t❤
✐♥ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳✶✻ ❲✐t❤ ❍P ✜❧t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧♦❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡
✐♥❞❡① ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤ ♣♦✐♥t
❡st✐♠❛t❡s ✐♥ 1.1✱ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✷✺t❤ t♦ t❤❡ ✼✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✐♥♣✉ts ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶ ✭❝♦❧✉♠♥ (6)✮ ❛♥❞ ✵✳✶✷ ✭❝♦❧✉♠♥
(2)✮✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ r♦❜✉st ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t✇♦ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ ✷✵ ②❡❛rs ❡❛❝❤✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ t❛❜❧❡ 1.2✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts str♦♥❣❧② s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳✶✼
✶✺■♥ ♠② s❛♠♣❧❡✱ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✷✺t❤ t♦ t❤❡ ✼✺t❤ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♠❡❛♥s ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② ✶✵ t♦t❛❧
tr❛❞❡ ♦✈❡r t♦t❛❧ ●❉P✳
✶✻❉✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❛♥❞ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✶✵✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡s ✐♥ ♦✉t♣✉t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭♥♦t
✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✮ ✉s✐♥❣ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❊❆✳ ❚❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s ✐♠♣❧② t❤❛t ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❦❛❣❡s
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s♦♠❡ ✸✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✶✼❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✉s❡❞ ❛ ✜①❡❞ ❡✛❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥❞❡①❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❛
r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝t tr❡❛t♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r ✜t✳ ❚♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜①❡❞ ♦r r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ■ r✉♥ ❛ ❍❛✉s♠❛♥
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t❡st ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳
❚❤✐s t❡sts ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠s ǫijt ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣r❡ss♦rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❜❡✐♥❣ t❤❡② ❛r❡
♥♦t✳ ❘❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ (p < 0.001)✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦
r❡❥❡❝t t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ❡✛❡❝t ♠♦❞❡❧✳
✷✹
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❝♦rr✭GDP filteredi ✱GDP
filtered
j ✮
❍P ✜❧t❡r ❋✐rst ❉✐✛❡r❡♥❝❡







❈♦✉♥tr②✲P❛✐r ❋❊ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❲✐♥❞♦✇ ❋❊ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
❘✲sq✉❛r❡❞ ✭✇✐t❤✐♥✮ ✵✳✶✺✸ ✵✳✶✺✺ ✵✳✶✹✶ ✵✳✶✹✷
❘✲sq✉❛r❡❞ ✭♦✈❡r❛❧❧✮ ✵✳✶✸✼ ✵✳✶✸✺ ✵✳✶✸✷ ✵✳✶✷✾
N ✖✖✖✖✖✖✖✖✲ ✷✾✵✵ ✖✖✖✖✖✖✖✖✲
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯ ♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✵ ②❡❛rs t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s
✷✺
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❝♦rr✭GDP filteredi ✱GDP
filtered
j ✮
❍P ✜❧t❡r ❋✐rst ❉✐✛❡r❡♥❝❡







❈♦✉♥tr②✲P❛✐r ❋❊ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❲✐♥❞♦✇ ❋❊ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
❘✲sq✉❛r❡❞ ✭✇✐t❤✐♥✮ ✵✳✵✻✽ ✵✳✵✼✺ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✶✽
❘✲sq✉❛r❡❞ ✭♦✈❡r❛❧❧✮ ✵✳✶✶✺ ✵✳✵✾✶ ✵✳✶✶✼ ✵✳✵✺✵
N ✖✖✖✖✖✖✖✖✲ ✶✹✺✵ ✖✖✖✖✖✖✖✖✲
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯ ♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✷✵ ②❡❛rs t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s
✶✳✸ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛❝r♦ss
❝♦✉♥tr✐❡s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦✲
♠♦✈❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts ✭♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥
❛❞❥✉st♠❡♥ts✮ ❣♦❡s ❛ ❧♦♥❣ ✇❛② t♦✇❛r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❤♦❝❦ ✐♥ ❛ tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✬s
❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ ❞♦♠❡st✐❝ ●❉P✳ ❙❡❝t✐♦♥ 1.4 ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ✽✺✪ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t
♣✉③③❧❡✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡①♣♦s✐t✐♦♥✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ ❛ st❛t✐❝ s♠❛❧❧ ♦♣❡♥ ❡❝♦♥♦♠②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ✇♦r❧❞✱ ❑❘
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉ts ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t✱ ✉♣ t♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✲
✷✻
✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ●❉P ✐s ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥
❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs s✉♣♣❧②✳ ■ st❛rt ❜② ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t✳
✶✳✸✳✶ ❚❤❡ ❑❡❤♦❡ ❛♥❞ ❘✉❤❧ ✭✷✵✵✽✮ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧t
❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ y✱ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣♦rts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉ts x ❛♥❞ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ℓ ✭♣♦ss✐❜❧② ❛ ✈❡❝t♦r✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦✿
y = F (ℓ, x) ✭✶✳✶✮
✇❤❡r❡ F (., .) ❤❛s ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥t✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝❡r ❝❤♦♦s❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♣r♦✜t t❛❦✐♥❣
❛s ❣✐✈❡♥ ❛❧❧ ♣r✐❝❡s✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ♣❛✐❞ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✿
pyFℓ(ℓ, x) = w ❛♥❞ pyFx(ℓ, x) = px ✭✶✳✷✮
✇✐t❤ py t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r✐❝❡✱ px t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉ts x ❛♥❞ w t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs✳
●r♦ss ❉♦♠❡st✐❝ Pr♦❞✉❝t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ♠✐♥✉s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉ts✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♠❛♥② st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❣❡♥❝✐❡s ✭❛♥❞ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❖❊❈❉ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✈❡✮ ✉s❡ ❜❛s❡ ♣❡r✐♦❞ ♣r✐❝❡s ✇❤❡♥
✈❛❧✉✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ●❉P✳✶✽ ❙✐♥❝❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡✐r
❜❛s❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t b t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❛r❡ tr❡❛t❡❞
❛s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ♥♦t ❛s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♦❜❥❡❝ts✿
GDP = pbyF (ℓ, x)− p
b
x.x ✭✶✳✸✮
✶✽■♥ t❤❡ ❯❙✱ t❤❡ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ✉s❡s ❛ ❋✐s❤❡r ❝❤❛✐♥✲✇❡✐❣❤t❡❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① t♦ ❝♦♥str✉❝t ●❉P ❛t






























✇❤❡r❡ k ✐♥❞❡①❡s ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ●❉P✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐♥❞❡① ✐s ❛ ♠✐① ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜❛s❡ ♣❡r✐♦❞ ♣r✐❝✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s❡ ♣r✐❝❡ ✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛t t− 1 ❛♥❞ ❛t t✳
✷✼
















❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❢❛❝t♦r
s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r❡✐❣♥
❛♥❞ ❞♦♠❡st✐❝ ✐♥♣✉ts✶✾ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❢❛❝t♦r s✉♣♣❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❝❛♣t✉r❡s
t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉t ✉s❛❣❡ ❤❛✈❡ ♦♥ ●❉P✳ ❲✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱
♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥s✉r❡s t❤❛t pyFx(ℓ, x) = px ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♣r✐❝❡s✳ ❲❤❡♥ ❜❛s❡ ♣❡r✐♦❞
♣r✐❝❡s pby ❛♥❞ p
b
x ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡✱
✷✵ t❤✐s t❡r♠ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥② ✜rst
♦r❞❡r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ●❉P ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ s❤♦❝❦ ✐s s♦❧❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❞♦♠❡st✐❝
❢❛❝t♦r s✉♣♣❧②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡s✉❧t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❑❘✿ ✇❤❡♥ ✜r♠s t❛❦❡ ♣r✐❝❡s ❛s ❣✐✈❡♥✱ ♣r♦✜t
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉t x
✭pyFx(ℓ, x)✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ✭px✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉♣ t♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞♦♠❡st✐❝
✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❢♦r❡✐❣♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢❛❝t♦r s✉♣♣❧②✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ t♦ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s✳✷✶
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤② ❡✈❡♥ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❘❇❈ ♠♦❞❡❧s
❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❧✐♥❦❛❣❡s ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳
■♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ●❉P ❛❢t❡r ❛
❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦ ✐s s♦❧❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs s✉♣♣❧②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡❞ ❜② ✭✐✮ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❡st✐❝
❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥♣✉ts✳✷✷
✶✳✸✳✷ ▼❛r❦✉♣s ❛♥❞ ▲♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✿
✐♥♣✉ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❞✉❝❡rs ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✶✾❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❇✉rst❡✐♥ ❡t ❛❧ ✭✷✵✵✽✮ ♦r ✐♥ ❇♦❡❤♠ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✺✮✳
✷✵❲✐t❤ ❛ ❋✐s❤❡r ❝❤❛✐♥✲✇❡✐❣❤t❡❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ●❉P✱ ❜❛s❡ ♣❡r✐♦❞ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝❧♦s❡ t♦
❝✉rr❡♥t ♣r✐❝❡s✳
✷✶◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ r❡sts ✉♣♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ●❉P ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t
❜❛s❡ ♣r✐❝❡s✳ ■❢ t❤❡ ♣r✐❝❡s ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✉❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉ts ✇❡r❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦❝❦✱ ♦♥❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮✳
✷✷■❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥♣✉ts ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥② s❤♦❝❦ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥♣✉t ✉s❛❣❡ ❛❧s♦
r✐s❡s ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❞♦♠❡st✐❝ ✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ●❉P✳
✷✽
m = x✳ ❈r✐t✐❝❛❧❧②✱ ■ ♥♦✇ ❛❞❞ t✇♦ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✿ ✭✶✮ ❛ ♣r✐❝❡ ✇❡❞❣❡ ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❞✉❝❡rs
µ 6= 1 s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s m ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② pm = µ×px✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❉✐①✐t✲❙t✐❣❧✐t③ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✳✷✸
❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ s❡❝t♦r ✐s✿














❚❤✐s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛②s ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢
t♦t❛❧ ✐♠♣♦rts✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✐♥♣✉t s✉♣♣❧✐❡rsM✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❛❜❧❡✳
❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❡t② mi✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉s✐♥❣ ✐♠♣♦rts ♦♥❧②✿
∀ i ∈ [0,M], mi = xi ✭✶✳✻✮
❆❧❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ■ ❞❡♥♦t❡ ❜② m t❤❡✐r ✭❝♦♠♠♦♥✮ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② x t❤❡✐r ✭❝♦♠♠♦♥✮ ✐♠♣♦rt ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❜✉♥❞❧❡ I ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
I = Mσ/(σ−1)m ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ✐s P = M1/(1−σ)pm✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦ FI(ℓ, I)✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜✉♥❞❧❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ GDP ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ px ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❝♦♥st❛♥t




























❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ✭✶✳✹✮ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛♥❞
✇❤❡r❡ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ✜r♠s ❛r❡ ♥♦t ♣r✐❝❡ t❛❦❡rs✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts
❝r❡❛t❡ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦ ❛♥❞ ❞♦♠❡st✐❝ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ❛♥②
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦r s✉♣♣❧②✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r✐❝❡ ✇❡❞❣❡ µ 6= 1 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛♥✐s❤✳ ❲✐t❤
✷✸■♥ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❊❙ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ♠❛r❦✉♣
❝❤❛r❣❡❞ ❜② ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✈❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❡❛r❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡
s❤❡❡r ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛r❦✉♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✱ ■ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦✉♣ µ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ µ = σ/(σ − 1)✳
✷✾
m′(px) < 0✱
✷✹ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉ts ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ●❉P✳ ❲❤❡♥ ✜r♠s
❛r❡ ♣r✐❝❡ s❡tt❡rs ❛♥❞ ❡❛r♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜t✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥✐t
♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉t x ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐ts ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st px✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝❤❡❛♣❡r ✐♥♣✉ts ♠❡❛♥s ♠♦r❡ s❛❧❡s✱
♠♦r❡ ♣r♦✜t ❛♥❞ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s M ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝ts ❞♦♠❡st✐❝ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥
♠♦❞❡❧ ♠❛♥② r❡❛s♦♥s ✇❤② t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✜r♠s ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ s✉♥❦ ❝♦st ♦r ❛♥② r❡❛s♦♥ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs✳✷✺
❆ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣ ✜r♠s ❣✐✈❡s ❛ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡✱ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❛ ❣r❡❛t❡r r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ●❉P ❛❢t❡r ❛ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t
❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛
❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤✐s ✜rst t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜r♠s t❤❛t ❝❤❛r❣❡ ❛ ♠❛r❦✉♣ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❝♦♥✲
♥❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡✐r ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ t✇♦ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❛s ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦✜ts✳ ❆♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥♣✉t ✉s❛❣❡
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r♦✜ts tr✐❣❣❡rs ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ♣r♦❞✉❝❡❞✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ σ < +∞✱ ❛♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t ❛r✐s❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❧♦✈❡ ❢♦r
✈❛r✐❡t②✱ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❜✉♥❞❧❡ I✳
■❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ px ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✜r♠✱
✷✻ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡
I ✐♥❝r❡❛s❡s ♥♦t ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦❞✉❝❡r ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦
❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s I ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✳
❲✐t❤ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✱ ❛ ♣r♦❞✉❝❡r t❤❛t ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ♠♦r❡ s✉♣♣❧✐❡rs ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ♦✉t♣✉t
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥♣✉t ♣r✐❝❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ s❛②✐♥❣ t❤✐s
✐s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉t♣✉t I✱ ❛♥❞ ✐♥♣✉ts
M∫
0
midi = X ✐s ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡rs M✿ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ M ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢r♦♥t✐❡r✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛t ✇♦r❦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✲
✷✹❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ ✐❢ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t F (.) ✐s ❛ ❈♦❜❜ ❉♦✉❣❧❛s ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✳
✷✺■♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣❡♥❞✐① ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✱ ■ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ✐♠♣♦rt ♣r✐❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s✳
✷✻■❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ✐s ♣✐♥♥❡❞ ❞♦✇♥ ❜② ❛ ❢r❡❡ ❡♥tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦✜ts ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
♣r♦❞✉❝❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉t ❣♦❡s ✉♣ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s✳
✸✵
✈✐♦✉s❧②✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣r✐❝✐♥❣✱ t❤❡ s❤❡❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
✜r♠s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠♣♦rt ♣r✐❝❡
❛♥❞ ●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❢❛❝t♦r s✉♣♣❧②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦✉♣s ❛♥❞ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ❛❧❧♦✇s ●❉P t♦ ❝❤❛♥❣❡
♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❛ ✏❣r♦✇t❤ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣✑
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❛❦❡s ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❝❤❛♥❣❡ ❛❢t❡r ❛ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❚❋P✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ■ t❡st
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ 1.7✳
✶✳✹ ❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡ ✐♥ ■♥♣✉ts
✶✳✹✳✶ ❙❡t✉♣
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❜✉✐❧❞ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥♣✉ts ✇✐t❤ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✜r♠ ❡♥tr②✴❡①✐t ❛♥❞ ❛ss❡ss ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ str♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
tr❛❞❡ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳✷✼ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ●❤✐r♦♥✐ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✺✮
❛♥❞ ❆❧❡ss❛♥❞r✐❛ ❛♥❞ ❈❤♦✐ ✭✷✵✵✼✮✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡
❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❝r♦ss✐♥❣ ❜♦r❞❡rs ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✱ ♣r✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦
❣✐✈❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ♠♦✈❡♠❡♥ts✳✷✽
■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ N ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♣r❡✲





















✇❤❡r❡ ψk ✐s ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ν ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❋r✐s❝❤ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞
✷✼■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✱ ■ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❤❛s ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
r❡s✉❧ts✳
✷✽❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤ ♦❢ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❘❇❈ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❏♦❤♥s♦♥ ✭✷✵✶✹✮ ✇✐t❤ t✇♦ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✿ ♠❛r❦✉♣s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳ ❆❣❛✐♥✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻ s❤♦✇s
t❤❛t t❤♦s❡ t✇♦ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❡ss❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳
✸✶
σ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥t ❝❤♦♦s❡s
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t✿
Pk,t (Ck,t +Kk,t+1 − (1− δ)Kk,t) = wk,tLk,t + rk,tKk,t
Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s
❢❛s❤✐♦♥ ❧❛❜♦r ℓk✱ ❝❛♣✐t❛❧ kk ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts Ik,t ❜♦✉❣❤t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✜r♠s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❤♦♠❡
❝♦✉♥tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ ❛❜r♦❛❞✳ ❋✐r♠s✬ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ♣❛rt ϕ ❛♥❞
❛ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt Zk,t✳ ❋✐r♠s ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r st❛t✐❝ ♣r♦✜t t❛❦✐♥❣ ❛s ❣✐✈❡♥ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣r✐❝❡s✳
❖♠✐tt✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥❞❡①❡s ❢♦r ♥♦✇✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ✐♥❞❡① ✐♥ ❝♦✉♥tr② k✱ Ik ✐s ❛♥ ❆r♠✐♥❣t♦♥
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡s Mk′,k ❢♦r ❛❧❧ k
′✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❆r♠✐♥❣t♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❞❡♥♦t❡❞ ρ✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r ♠❛r❦✉♣s ❛♥❞ ❢♦r ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡
✐s ✐ts❡❧❢ ❛ ❈❊❙ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✭✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥s
❜♦t❤ t❤❡ ♠❛r❦✉♣ ✜r♠s ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s✿



































❛♥❞ Ωk′,k ✐s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❡t ♦❢ ✜r♠s ❜❛s❡❞ ✐♥ k
′ ❛♥❞ ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ k✳ ❋♦r ❧❛t❡r ✉s❡✱ ■ ❞❡✜♥❡
♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❞✉❛❧ t♦ t❤❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳
Pk,k′ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡ Mk′,k ❛♥❞ IPk t❤❡ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ❜✉♥❞❧❡ Ik✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❈♦❜❜ ❉♦✉❣❧❛s ❜✉♥❞❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ Ik✱ kk ❛♥❞
ℓk ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏✐♥♣✉t ❜✉♥❞❧❡✑✮ ✐s PBk ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♥
❝♦✉♥tr② k✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳
❚❤❡ ♦♥❧② st♦❝❤❛st✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❡ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s ✭Zk✮
✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❆❘✭✶✮ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ϕ ✐s P❛r❡t♦ ✇✐t❤
s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② g(ϕ) = γϕ−γ−1✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ■ r❡str✐❝t tr❛❞❡ t♦ ❜❡ ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ■ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
✸✷
tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ s❡❧❧ ✐ts ✈❛r✐❡t② t♦ ❛ ❝♦✉♥tr② j✱ ❛ ✜r♠ ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② i ♠✉st ♣❛②
❛ ✜①❡❞ ❝♦st fij ✭❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ✏✐♥♣✉t ❜✉♥❞❧❡✑✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐❝❡❜❡r❣✮ ❝♦st τij ✳
❋✐r♠s ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❡② ❡♥t❡r ✭✐❢ ❛♥②✮✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ❜❡❧♦✇✱ ♣r♦✜ts ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ϕ s♦ t❤❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡①♣♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r s♣❡❝✐✜❝
t❤r❡s❤♦❧❞s ϕk,k′ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❢r♦♠ k ✜♥❞ ✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ♣❛② t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st fkk′ ❛♥❞ s❡r✈❡
❝♦✉♥tr② k′✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❡♥tr② ❝♦st fE,k✱ s✉♥❦ ❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❛❣❡✱ t♦ ❜❡
♣❛✐❞ ❜❡❢♦r❡ ✜r♠s ❦♥♦✇ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t ✐♥ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts✱
✜r♠s ❡♥t❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❡♥tr② ❝♦st✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s Mk ❛❝t✉❛❧❧② ❞r❛✇✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤
♦♣t✐♠❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡①✐t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts✳
✶✳✹✳✷ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥✲
tr♦❞✉❝✐♥❣ Xk t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡ ✐♥ k ❛♥❞ Sk t❤❡ t♦t❛❧ ✜r♠s✬ s♣❡♥❞✐♥❣s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣















)−ρ ωk′(k)(1− ηk′ − χk′)Sk′
IPk′
✭✶✳✽✮
✇❤❡r❡ pk,k′(ϕ) ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❜② ❛ ✜r♠ ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② k✱ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ϕ✱ ✇❤❡♥ s❡❧❧✐♥❣ ✐♥
❝♦✉♥tr② k′ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts t❤❛t ❛r❡ s❡r✈❡❞ ❜② ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
ϕ✳ ❋✐r♠s ❛r❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐sts ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❦✉♣ ♦✈❡r
♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦✉♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♥❧②
❡❧❛st✐❝✐t② t❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✜r♠s✬ ♣r✐❝✐♥❣ ✐s σ✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✜r♠s ❝♦♠♣❡t❡ ♣r✐♠❛r✐❧②
✇✐t❤ ♦t❤❡r ✜r♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② s✐♥❝❡ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❤❛s ♥♦
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❡✈❡r② ♠❛r❦❡t✳✷✾ ❚❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤
✷✾❲✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s✱ ❜♦t❤ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s σ ❛♥❞ ρ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱
❡✈❡r② ✜r♠ ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐ts ♦✇♥ ♣r✐❝❡ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ♣r✐❝❡ ❛ ✜r♠ ✇♦✉❧❞ ❛ttr❛❝t ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ✜r♠s
❢r♦♠ ✐ts ♦✇♥ ❝♦✉♥tr② ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❞❡♠❛♥❞ t❤❛t ❣♦❡s t♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✜r♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✐ts
❝♦✉♥tr②✳
✸✸







❯♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❑r✉❣♠❛♥ ✭✶✾✽✵✮✱ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ♦r ●❤✐r♦♥✐ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✺✮ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡
❝❛♥♥♦t s♦❧✈❡ ❢♦r ♣r✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤r♦✉❣❤ PBk✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❜② ✜r♠ ϕ
✐♥ ❝♦✉♥tr② k ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❝❤❛r❣❡❞ ❜② ❛❧❧ ✜r♠s s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦✉♥tr② k ✭❜♦t❤ ❞♦♠❡st✐❝ ❛♥❞
❢♦r❡✐❣♥✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❝❤❛r❣❡❞ ❜② t❤❡✐r s✉♣♣❧✐❡rs ❛♥❞ s♦ ♦♥ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳
❚❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛❝r♦ss ✜r♠s ❝r❡❛t❡ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s
❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤♦s❡ ♣r✐❝❡s ❛t ♦♥❝❡✳ ❉♦✐♥❣ s♦ r❡q✉✐r❡s s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r
s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s Pk,k′ ✳
❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡









■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❦❡ts
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐❝❡❜❡r❣ ❝♦sts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr② t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr② ②✐❡❧❞s ❛ s②st❡♠ ♦❢ N ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥t❧②


















, k = 1, ..., N ✭✶✳✶✶✮
✇✐t❤ µk ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❡♥tr② t❤r❡s❤♦❧❞s✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✸✵ ❋♦r ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞s
❛♥❞ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s✱ t❤✐s s②st❡♠ ❛❞♠✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✳✸✶
❚✉r♥✐♥❣ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣♦rt str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s ❛❜♦✈❡






























✸✶❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑❡♥♥❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ Gk = P
1−ρ
k ❛♥❞ G t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ N × 1 ✈❡❝t♦r✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ G = f(G) ✇✐t❤ f : RN → RN ❛ ✈❡❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❛s ❧♦♥❣ ❛s 0 < ηk +χk < 1✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t str❡ss❡s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢






.fk,k′ ❢♦r ❛❧❧ k ❛♥❞ k
′ ✭✶✳✶✷✮
✇❤❡r❡ πk,k′(ϕ) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦✜t ❡❛r♥❡❞ ❜② ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ϕ ✐♥ ♠❛r❦❡t k
′✳ ■ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st fk,k′ ✐s ♣❛✐❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❝♦✉♥tr② k ❞❡✢❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ●❤✐r♦♥✐ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ❞❡❝✐❞✐♥❣ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ✐s ✜♥❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡





.fE,k ❢♦r ❛❧❧ k ✭✶✳✶✸✮
✇❤❡r❡ Πk ❞❡♥♦t❡s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦✜ts ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ ❝♦✉♥tr② k✳ ❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Πk ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡rt② ✜rst ♥♦t❡❞ ❜② ❊❛t♦♥ ❛♥❞ ❑♦rt✉♠ ✭✷✵✵✺✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t♦t❛❧ ♣r♦✜t ✐♥
❝♦✉♥tr② k ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡s✳ ❉❡✜♥✐♥❣ Rk t❤❡ t♦t❛❧ s❛❧❡s ♦❢ ✜r♠s ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr②
k ♠❛❞❡ ♦♥ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿






❈❧♦s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛r❦❡t ❝❧❡❛r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧✱ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❣♦♦❞s✳ ▲❛❜♦r
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✐t❤❡r ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭Lpk✮ ♦r ❢♦r t❤❡ ❡♥tr② ❝♦st ✭L
e





♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t t♦t❛❧ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ♣❛②♠❡♥ts ❢♦r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ηk+χk ♦❢ ✜r♠s✬ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❡♥❞✐♥❣s✳ ❙✐♥❝❡ t♦t❛❧ ♣r♦✜t ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❡♥tr② ✜①❡❞ ❝♦st ♣❛②♠❡♥t✱ t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠❡r✬s s♣❡♥❞✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s Xk = wkLk + rkKk =
























❋✐♥❛❧❧②✱ tr❛❞❡ ❜❡✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ♦♥❧②✱ r❡✈❡♥✉❡s ✐♥ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♠❡
❢r♦♠ ♦t❤❡r ✜r♠s✬ s♣❡♥❞✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❞♦♠❡st✐❝ r❡✈❡♥✉❡s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ s♣❡♥❞✐♥❣s✳ ❚♦t❛❧
r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② k ❛r❡✿







ωk′(k)(1− ηk′ − χk′)Sk′
]
✭✶✳✶✼✮
❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ ✜r♠s ✐♥ ❝♦✉♥tr② k r❡❝❡✐✈❡ r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ❣♦♦❞
s❛❧❡s t♦ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ✭❢♦r ❛ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ Xk✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ s❛❧❡s ❛s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❣♦♦❞s ♦♥ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts✳ ■♥ ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr② k′✱ ✜r♠s ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ 1− ηk − χk ♦❢ t❤❡✐r
t♦t❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣s t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t ωk′(k) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦✉♥tr② k ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦✉♥tr② k′✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❝♦✉♥tr② k
s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡ ✐♥ k′ ✐s ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛r❦❡t✱
t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ k✲✜r♠s ✇❤❡♥ s❡❧❧✐♥❣ ✐♥ k′ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ Pk,k′ t♦ IPk′ t♦ ❛ ♣♦✇❡r
r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✭❆r♠✐♥❣t♦♥✮ ♦♥❡ ρ✳ ❋♦r ❧❛t❡r






ωk′(k)(1− ηk − χk)Sk′













(1− η1 − χ1).S1
✳✳✳
(1− ηN − χN ).SN

 = 0RN ✭✶✳✶✽✮






◦ ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ✭❍❛❞❛♠❛r❞✮ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚♦ ❣❛✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① P
s❝❛❧❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ωk′(k) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡s✳
■❢ t❤❡ ❆r♠✐♥❣t♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ρ ✐s ❛❜♦✈❡ ✉♥✐t② ✭❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡s ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡s✮ t❤❡♥ ❛
❝♦✉♥tr② i ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❧♦✇ ♣r✐❝❡s ✐♥ s♦♠❡ ♠❛r❦❡t j ✭❛ ❧♦✇ Pi,j✮ ✇✐❧❧ ❛ttr❛❝t ❛ ❤✐❣❤❡r
s❤❛r❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ t❤✐s ❝♦✉♥tr②✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐s❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ s❤❛r❡s ❛r❡ ✜①❡❞✳
✸✻
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❢♦r♠ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳✸✷ ❙❡tt✐♥❣ w1 = 1✱ ✐♠♣❧②✐♥❣
S1 = L
p
1/χk✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② s♦❧✈✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ s②st❡♠
✭✶✳✶✶✮✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ s②st❡♠ ✭✶✳✶✷✮✱ t❤❡ ❙♣❡♥❞✐♥❣ s②st❡♠ ✭✶✳✶✽✮✱ t❤❡ ❋r❡❡ ❊♥tr② s②st❡♠ ✭✶✳✶✸✮ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
●❉P ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ●❉P ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❖❊❈❉ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜❛s❡
♣r✐❝❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❡st✐♠❛t❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ■ ❞❡✜♥❡ ●❉P ✉s✐♥❣ st❡❛❞② st❛t❡ ♣r✐❝❡s
❛s ❜❛s❡ ♣r✐❝❡s✳✸✸ ❚❤❡ ●❉P ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♠♦❞❡❧✲❝♦♥s✐st❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✇❡❧❢❛r❡✲❜❛s❡❞
























◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ●r♦ss ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡ ✭GNIk✮ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
tr❛❞❡ ✐♥ ❛ss❡ts ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❈❊❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✐t
✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡✢❡❝t✐♥❣
❛✈❡r❛❣❡ ♣r✐❝❡s ✭❝❛♣t✉r❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❣❡♥❝✐❡s✮ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❡t② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♥❛t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s✮✳✸✹ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱







t❤♦s❡ st❛t✐st✐❝❛❧✲❝♦♥s✐st❡♥t ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ t❤❡ ●❉P ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ĜDPk✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ●❉P






















✸✷❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① M ✐s ♥♦♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✿ s✉♠♠✐♥❣ ❛❧❧ r♦✇s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ③❡r♦✳
✸✸■♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ●❉P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✐s❤❡r ✐❞❡❛❧ q✉❛♥t✐t② ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛s♣❡②r❡s
❛♥❞ P❛❛s❝❤❡ ✐♥❞❡①❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s t✱ t❤❡ ❜❛s❡ ♣❡r✐♦❞ ♣r✐❝❡ ✐s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✐♦❞ t ❛♥❞
♣❡r✐♦❞ t+ 1✳
✸✹❙❡❡ ❋❡❡♥str❛ ✭✶✾✾✹✮ ♦r ●❤✐r♦♥✐ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
✸✼
✶✳✹✳✸ ●◆■ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ ❧❡t ✉s st✉❞② ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ρ = 1 ❛♥❞ ✜①❡❞ ❧❛❜♦r✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♠❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❡♥tr❛♥ts✳✸✺ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ●◆■ ✐♥ ❛♥② ❝♦✉♥tr② i ✇✐t❤




▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝✲❜❛s❡❞
♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s✱ ■ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ●r♦ss ◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♥❛t✐♦♥❛❧






❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❛❧❧ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✷✳
▲❡♠♠❛ ✷ ✿ ■♥ t❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✭ρ = 1✮ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✜①✐♥❣ ❜♦t❤ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ s✉♣♣❧②✱ t❤❡
❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ●◆■ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ●◆■ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣②


























γ − (σ − 1)










✸✺❲✐t❤♦✉t ❝❛♣✐t❛❧ s✉♣♣❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② st❛t✐❝✳ ❆ ✜①❡❞ ♠❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥ts ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ ❛
✜①❡❞ ♠❛ss ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❞✉❝❡rs ❜❡❝❛✉s❡ ❡♥tr② t❤r❡s❤♦❧❞s ϕk,k ❛r❡ ♥♦t ✜①❡❞✳
✸✽
✇✐t❤ W̃i,j = (1− ηi − χi)ωi,j t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ s❝❛❧❡❞ ✇❡✐❣❤ts ωi,j r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥
❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛♥❞ T ❛ ✏❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✑ ♠❛tr✐①✸✻✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ γ ❛♥❞ σ✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❡①t❡♥s✐✈❡
♠❛r❣✐♥ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳
Pr♦♦❢✿ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳
❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ st❛t✐❝ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♥❡t✇♦r❦
♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✜r♠
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① T ✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ s❤♦❝❦s r✉♥s t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❋✐rst✱
❢♦r ✜①❡❞ s♣❡♥❞✐♥❣ s❤❛r❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① W̃ r❡❝♦r❞s t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ✐❢ t❤❡ ❡①♣♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥
♦❢ ✜r♠s ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡s ✐♥ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts tr✐❣❣❡rs
❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s ϕk,k′ ✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① T
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ σ ❛♥❞ γ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✲ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❣❡♥❝②✲❜❛s❡❞ ●◆■s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✱ ✇✐t❤
η
ĜNIk,Z1
< ηGNIk,Z1 ❢♦r ❛❧❧ k✳ ◆♦t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
s❤♦❝❦s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●◆■ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✐♥ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❛r❡ ❣r❡❛t❧②
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✮ ❛r❡ ✜①❡❞✳ ■♥ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❡✛❡❝ts✳
❋✐rst✱ ❛s ✐♥ ♠❛♥② ♠❛❝r♦ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❤♦❝❦ ✐♥ ❛♥② ❝♦✉♥tr② ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣r✐❝❡s ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡❛❧ ✇❛❣❡✳ ❚❤✐s tr✐❣❣❡rs ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② t❤❛t ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦✉t♣✉t✳✸✼ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ✜r♠s ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr②✳ ❲✐t❤ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r s✐③❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥ts✳ ❲❤❡t❤❡r
t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✜r♠s ❣♦❡s ✉♣ ♦r ❞♦✇♥ ✐♥ ❛♥② ❝♦✉♥tr② k ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞





✸✼❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐s t❡♠♣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ❡✛❡❝t✳
✸✾
❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ϕik ❢♦r ❛❧❧ i ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥s ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❆r♠✐♥❣t♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ρ✳ ■♥ t❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ s❤❛r❡s ❛r❡ ✜①❡❞✱
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡♥tr② t❤r❡s❤♦❧❞s ✐♥ ❡✈❡r② ♠❛r❦❡t✳
P✉tt✐♥❣ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦ tr✐❣❣❡rs ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♠♦r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs
❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ❡✈❡r② ♠❛r❦❡t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♥❡✇ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✲
♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦✳
✶✳✺ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛ss❡ss t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ str♦♥❣ ❡♠♣✐r✲
✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ●❉P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ✶✹ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❡st✲♦❢✲t❤❡✲✇♦r❧❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✾
t♦ ✷✵✵✽✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ■ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❋♦r ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ N ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✸×N2+N +6 ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ♦♥ t♦♣
♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ s❡t ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r
(i, j)✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ωi(j)✱ t❤❡ ✐❝❡❜❡r❣ tr❛❞❡ ❝♦sts τij ❛♥❞ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦sts fi,j ✱
t❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr② i ♦♥❡ ♥❡❡❞s ✈❛❧✉❡s ❢♦r ✏✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✑ s❤❛r❡ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭ηk + χk✮ ❛♥❞
s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ψi✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② χk/(/chik+ηk) t❤❡ ❧❛❜♦r s❤❛r❡
✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✱ ν ❢♦r t❤❡ ✭✐♥✈❡rs❡✮ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ γ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❞r❛✇s✱ σ ❢♦r t❤❡ ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♥tr② ✭♠✐❝r♦✮ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ ρ ❢♦r t❤❡
✭♠❛❝r♦✮ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr②✲s♣❡❝✐✜❝ ❜✉♥❞❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ s❡t
t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❋P s❤♦❝❦s ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✳
▼② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠✐❝r♦ ❞❛t❛ ✭t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧
❛s r❡✲❡st✐♠❛t❡❞✮ ❛♥❞ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ♠❛❝r♦ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
●❉P ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs✱ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ●❉P ❝♦✲♠♦✈❡♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ str♦♥❣ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t②♣✐❝❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡✐r ●❉Ps✳
✹✵
❋r♦♠ ♠✐❝r♦ ❞❛t❛
❚❤❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β ✐s 0.99✳ ❚❤❡ ✭✐♥✈❡rs❡✮ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ν ✐s 2/3 ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❋r✐s❝❤
❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ 1.5✳ ❚❤❡ s✉♥❦ ❡♥tr② ❝♦st fE,k ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ✐s s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r❛t✐♦ ♦❢ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭♥♦t ❛❝t✉❛❧✮ ✜r♠s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✪✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❯❙ ❡st✐✲
♠❛t❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❡♥t❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐❝❡❜❡r❣✮ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❙❈❆P ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✿ ✏■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚r❛❞❡
❈♦sts ❉❛t❛❜❛s❡✑✸✽✳ ❚❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡ ❢❡❛t✉r❡s s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❝♦sts ✐♥ ✐ts ✇✐❞❡r s❡♥s❡✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❝♦sts ❛♥❞ t❛r✐✛s ❜✉t ❛❧s♦ ♦t❤❡r tr❛❞❡ ❝♦st ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣ ✭✷✵✵✹✮✳
❆s ✐♥ ❞✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❛♥❞ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✶✸✮✱ ✜①❡❞ ❛❝❝❡ss ❝♦sts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✏❉♦✐♥❣
❇✉s✐♥❡ss ■♥❞✐❝❛t♦rs✑✳✸✾ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr② ✜①❡❞ ❝♦sts ✐♥ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡ts
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❡t ✉♣ ❛ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❯❙✳✹✵ ■❢ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉♦✐♥❣ ❇✉s✐♥❡ss ■♥❞✐❝❛t♦rs ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✐♥ ❝♦✉♥tr② i ✐t t❛❦❡s
✶✵ t✐♠❡s ❧♦♥❣❡r t♦ r❡❣✐st❡r ❛ ❜✉s✐♥❡ss t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❯✳❙✳✱ t❤❡♥ fi,i = 10× fUS,US ✳ ■ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡
❧♦✇❡st ❡♥tr② ✜①❡❞ ❝♦st s♦ t❤❛t ♥♦ ❡♥tr② t❤r❡s❤♦❧❞ ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr②✳ ❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❡♥tr② ✐♥ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ❚r❛❞✐♥❣ ❆❝r♦ss ❇♦r❞❡rs ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦✐♥❣ ❇✉s✐♥❡ss
■♥❞✐❝❛t♦rs✳ ■ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛②s ✐t t❛❦❡s t♦ ✐♠♣♦rt t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦✉♥tr②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ❢♦r t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❡♥tr② ❝♦st✳✹✶
■♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ■ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠❛❝r♦ ✭❆r♠✐♥❣t♦♥✮ ❡❧❛st✐❝✐t② ρ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦
✉♥✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐❝r♦ ❡❧❛st✐❝✐t② σ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✺✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣❛♣❡rs ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤♦s❡ ❡❧❛st✐❝✲
✐t✐❡s ❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦r ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✳ ❙❛✐t♦ ✭✷✵✵✹✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✵✳✷✹ t♦ ✸✳✺ ❢♦r t❤❡
❆r♠✐♥❣t♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✹✷ ❛♥❞ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❲✐♥❝♦♦♣ ✭✷✵✵✹✮ r❡♣♦rt ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡
✸✽❙❡❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❛rt♥❡t✳✉♥❡s❝❛♣✳♦r❣✴
✸✾❚❤❡ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦✬s ❉♦✐♥❣ ❇✉s✐♥❡ss ■♥✐t✐❛t✐✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❧✐❝❡♥s❡s✱ r❡❣✲
✐st❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ ❤✐r✐♥❣ ✇♦r❦❡rs✱ ❣❡tt✐♥❣ ❝r❡❞✐t✱ ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ❙❡❡ ❤tt♣✿✴✴❢r❛♥❝❛✐s✳❞♦✐♥❣❜✉s✐♥❡ss✳♦r❣✴❞❛t❛✴
❡①♣❧♦r❡t♦♣✐❝s✴tr❛❞✐♥❣✲❛❝r♦ss✲❜♦r❞❡rs ❛♥❞ ❤tt♣✿✴✴❢r❛♥❝❛✐s✳❞♦✐♥❣❜✉s✐♥❡ss✳♦r❣✴❞❛t❛✴❡①♣❧♦r❡t♦♣✐❝s✴
st❛rt✐♥❣✲❛✲❜✉s✐♥❡ss
✹✵❆s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ ❞✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❛♥❞ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✶✸✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ t♦ ♦♣❡♥ ❛ ❜✉s✐♥❡ss ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t♦r
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠❡❛s✉r❡s ❡♥tr② ❝♦sts ❡✐t❤❡r ✐♥ ❞♦❧❧❛rs ♦r ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♣❡r ❝❛♣✐t❛ ✐♥❝♦♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ fi,i ✐s ❛
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥♣✉ts r❛t❤❡r t❤❛♥ ✈❛❧✉❡✳
✹✶❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞❡ ❢r♦♠ ❋r❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❯❙ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡
❢r♦♠ ●❡r♠❛♥② t♦ t❤❡ ❯❙✳ ❖♥❡ ♠✉st ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ✐❝❡❜❡r❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r✳
✹✷❋❡❡♥str❛ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✹✮ st✉❞✐❡s t❤❡ ♠❛❝r♦ ❛♥❞ ♠✐❝r♦ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❢♦r ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ❛♥❞ r❡♣♦rts ❡st✐♠❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥
✹✶
♠✐❝r♦ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✸ t♦ ✶✵✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡r♥❛r❞✱ ❊❛t♦♥✱ ❏❡♥s❡♥✱ ❛♥❞ ❑♦rt✉♠ ✭✷✵✵✸✮✱
●❤✐r♦♥✐ ❛♥❞ ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✺✮ ❝❤♦♦s❡ ❛ ♠✐❝r♦ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✸✳✽✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ♣❛♣❡rs s✉❝❤ ❛s ❇❛rr♦t ❛♥❞
❙❛✉✈❛❣♥❛t ✭✷✵✶✺✮ ♦r ❇♦❡❤♠✱ ❋❧❛❛❡♥ ❛♥❞ P❛♥❞❛❧❛✐✲◆❛②❛r ✭✷✵✶✺✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✜r♠s✬ ❛❜✐❧✐t② t♦ s✉❜✲
st✐t✉t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r s✉♣♣❧✐❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧♦✇✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ = 5 ❧❡❛❞s t♦ ♠❛r❦✉♣s
♦❢ 25%✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦✜t r❛t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♦♥❧② ♦❢ 17.4% s✐♥❝❡ ✜r♠s ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ✜①❡❞ ❝♦st
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥② ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ t♦ ✉s❡ ρ = 1✱ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s
t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❆❝❡♠♦❣❧✉ ✭✷✵✶✷✮✱ ❇✐❣✐♦ ❛♥❞
▲❛✬❖ ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r s❤❛r❡s ✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ❛r❡ ✜①❡❞ ❛t
2/3 ❛♥❞ 1/3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ■ s❡t γ = σ − 0.4 ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋❛tt❛❧✲❏❛❡❢ ❛♥❞ ▲♦♣❡③ ✭✷✵✶✵✮✳
P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡ ❈♦✉♥t❡r♣❛rt
β ✵✳✾✾ ❉✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ✕ ❆♥♥✉❛❧ ❞✐s❝♦✉♥t r❛t❡ ♦❢ ✹✪
ρ ✶ ▼❛❝r♦ ✭❆r♠✐♥❣t♦♥✮ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ▲✐t❡r❛t✉r❡✮
σ ✺ ▼✐❝r♦ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✕ ✷✺✪ ♠❛r❦✉♣✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜t ♦❢ ✶✼✳✹✪
ν ✷✴✸ ▲❛❜♦r ❈✉r✈❛t✉r❡ ✕ ❋r✐s❝❤ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✶✳✺
fE,i ❬✶ ✲ ✶✵❪ M/L = 0.1 ✕ ▼❛ss ♦❢ ♣❧❛♥ts ♦✈❡r ✇♦r❦✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
τij ❬✶ ✲ ✸❪ ■❝❡❜❡r❣ tr❛❞❡ ❝♦st ✕ ❋r♦♠ ❊❙❈❆P ✲ ❲♦r❧❞ ❇❛♥❦
fij ❬✶ ✲ ✶✵❪ ❋✐①❡❞ tr❛❞❡ ❝♦st ✕ ✏❉♦✐♥❣ ❇✉s✐♥❡ss ■♥❞✐❝❛t♦rs✑
γ ✹✳✻ P❛r❡t♦ s❤❛♣❡ ✕ ✭❋❛tt❛❧✲❏❛❡❢ ✫ ▲♦♣❡③ ✭✷✵✶✹✮✮
χk/(χk + ηk) ✵✳✼ ▲❛❜♦r s❤❛r❡ ✕ ✼✵✪ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ P❛r❛♠❡t❡rs ✜①❡❞ ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦ ❞❛t❛
▼❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ♠❛❝r♦ ♠♦♠❡♥ts
❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ■ ✉s❡ ❞❛t❛ ♦♥ ✶✹ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ ✶✾✽✾ t♦ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ❝❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡ts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ■ ❥♦✐♥t❧② s❡t t❤❡ ❝♦✉♥tr② s✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
(ψi)i=1,...,N ✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ s❤❛r❡ χk + ηk ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ωi(j) ✭t❤❡ ♠❛tr✐① W ✮
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ ●❉P ❛♥❞ ❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐♥ r❡❛❧ t❡r♠s✳ ■ ♥♦r♠❛❧✐③❡
t❤❡ r❡❛❧ ●❉P ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❡st✲♦❢✲t❤❡✲✇♦r❧❞ t♦ ✶✵✵ ❛♥❞ s❡t ❛❧❧ ♦t❤❡r r❡❛❧ ●❉Ps s♦ t❤❛t t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡✐r r❡❛❧ ●❉P t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡st✲♦❢✲t❤❡✲✇♦r❧❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛t❝❤❡s
❡①❛❝t❧② ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✶✾✽✾ t♦ ✷✵✵✽✳ ▼② t❛r❣❡ts ❛r❡ t❤❡♥ N r❡❛❧
●❉P t❛r❣❡ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s N2 ❞✐r❡❝t❡❞ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✭♦✈❡r ●❉P✮✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♠✉st ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
t❤❛t s♣❡♥❞✐♥❣ s❤❛r❡s ωi(j) s✉♠ t♦ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✭N
2 + 2N✮ ❡q✉❛t✐♦♥s
✲✵✳✷✾ ❛♥❞ ✹✳✵✽ ❢♦r t❤❡ ❆r♠✐♥❣t♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t ❢♦r ❤❛❧❢ ♦❢ ❣♦♦❞s t❤❡ ♠❛❝r♦ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐❝r♦ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳
✹✷
❢♦r ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♠❛t❝❤✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛✉t❛r❦② ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ■ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♠❛t❝❤ st❡❛❞②✲st❛t❡ tr❛❞❡
✐♠❜❛❧❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❤♦❧❞ t❤♦s❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ■ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❜②
❞❡✢❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣s ❜② t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① t❤❛t ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✱
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ 1.4.2✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲
❧❡✈❡❧ ❚❋P s❤♦❝❦s (Zi)i=1,...,N ✳ ■♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦s✱
■ ❝❤♦s❡ t♦ s❡t t❤❡✐r ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✮ s♦ t❤❛t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❡♣❧✐❝❛t❡ ●❉P ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✭❞❡✲tr❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❍P ✜❧t❡r✐♥❣✮ ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❝♦♥♦♠② t❤❛t ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ■ s❡t t❤❡ ♦✛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s✮ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●❉P ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s 0.475 ❢♦r t❤❡ ✶✾✽✾✲
✷✵✵✽ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ✐s ♥♦t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t
❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❜✉t ✐ts s❧♦♣❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ tr❛❞❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ■ s❡t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ✈❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣♦✈❡r♥✐♥❣ tr❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❧♦♣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
■ s❡t ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s s♦ t❤❛t t❤❡ ●❉P s❡r✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❡①❛❝t❧② 0.84 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ●❉P ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
✶✳✻ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts
❚r❛❞❡ ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t ❙❧♦♣❡
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ str♦♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ●❉P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♦ t❤❛t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❝♦♥♦♠② ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✶✾✽✾ t♦ ✷✵✵✽✳ ❲✐t❤ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ■ s✐♠✉❧❛t❡
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✺✱✵✵✵ s❤♦❝❦s ❛♥❞ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ●❉P ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✐♥❞❡① ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ♠② ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛ ✜①❡❞✲❡✛❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ tr❛❞❡ ♦♥ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✱ ■ t❤❡♥ r❡❝❛❧✐❜r❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡ts ❢♦r tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ t❛r❣❡t ❜② ✶✵✪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ■ ❢❡❡❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡
✹✸
♦❢ ✺✱✵✵✵ s❤♦❝❦s ❛♥❞ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ●❉P ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❞❡① ♦❢
tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t②✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ 14× 13/2 = 91 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✼✸ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ ✜①❡❞ ❡✛❡❝t
r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✺✪
♦❢ t❤❡ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡✳





❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✲ ❘♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ■ t❤❡♥ t✉r♥ ♦✛ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡
t❤❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡s✉❧ts ②✐❡❧❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥s✐❣❤ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s♦❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝❡
❞✐st♦rt✐♦♥s t♦ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝❧❛ss✐❝ ■❘❇❈ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ tr❛❞❡
❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡ ❢r♦♠ ✵✳✵✵✼ t♦ ✵✳✵✸✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s s❡r✈✐♥❣ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❧♦♣❡ ❢r♦♠ ✵✳✵✸✷ t♦ ✵✳✵✹✼✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
❛❞❥✉st♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇❛② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧✐♥❡
✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳
❚r❛❞❡✲❈♦♠♦✈❡♠❡♥t ❙❧♦♣❡
■✴❖ ❧✐♥❦❛❣❡s ✰ ▼❛r❦✉♣s ✰ ❊①t❡♥s✐✈❡ ▼❛r❣✐♥ ✵✳✵✹✼✯✯✯
■✴❖ ❧✐♥❦❛❣❡s ✰ ▼❛r❦✉♣s ✵✳✵✸✶✯✯✯
■✴❖ ❧✐♥❦❛❣❡s ✵✳✵✵✼✯✯✯
❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t
◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❊♥tr②✴❊①✐t ▼❛r❣✐♥
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s s❡r✈✐♥❣ ❡✈❡r② ♠❛r❦❡t✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❡♥tr②✴❡①✐t
♣❛tt❡r♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❯s✐♥❣ ❋r❡♥❝❤ ❞❛t❛
✹✹
❢r♦♠ ✶✾✾✸ t♦ ✷✵✵✽✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ❡①♣♦rt❡❞ t♦ ♠❛♥② ❝♦✉♥tr②✳✹✸ ❆❢t❡r t❛❦✐♥❣
t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛♥② ❧❡✈❡❧ ❡✛❡❝t✱ ■ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❍P ✜❧t❡r ✇✐t❤ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
✻✳✷✺ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❛❝r♦ss ❛❧❧ ②❡❛rs✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ②✐❡❧❞s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✵✽✻✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥
❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣♦rt❡❞ ♣r♦❞✉❝t r❡♣r❡s❡♥ts ✵✳✽✻ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣r♦❞✉❝t✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♠♦♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t✱ ■ ✜♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✵✶✶✶
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r♦✉❣❤❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s s❧✐❣❤t❧②
♦✈❡r✲♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr②✲❡①✐t ♣❛tt❡r♥ ♦♥ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡ts✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡
✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✜r♠s s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t ✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❡①♣♦rt ♠❛r❦❡ts✮✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ❛❧❧ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❡✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✵✽✼✱ t❡♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❡①♣♦rt ♠❛r❦❡ts✳ ■♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✵✳✵✶✶✹✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ✲♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡♥tr②✴❡①✐t
♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♠❛r❦❡t✳
■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❍♦♠❡ ❛♥❞ ❋♦r❡✐❣♥✮ t❤❛t ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❑❡❡♣✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✹✹✱ ■ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦❢ ❍♦♠❡ ●❉P ❛❢t❡r ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ✐♥ ❋♦r❡✐❣♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡
❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ W ♠❛tr✐①✿ ♦♥❡ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢
tr❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛❞❡✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ●❉P r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤♦s❡ t✇♦
❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❛❞❡ ♦♥ ●❉P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶
♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ❢♦r t❤r❡❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❝❛s❡ ✇✐t❤
♥♦ ♠❛r❦✉♣s ✭♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❡t②✮ ❛♥❞ ♥♦ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭♥♦ ✜①❡❞ ❝♦st t♦
❡♥t❡r ❛♥② ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s✮✱ t❤❡ ●❉P ❤❛r❞❧② ♠♦✈❡s✳ ❲❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠♦♥♦♣✲
♦❧✐st✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❍♦♠❡ ●❉P r❡❛❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛ ❢♦r❡✐❣♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss
✹✸❉✉❡ t♦ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❆✉str✐❛✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❉❡♥♠❛r❦✱ ●❡r♠❛♥②✱
■r❡❧❛♥❞✱ ■t❛❧②✱ ▼❡①✐❝♦✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ❙♣❛✐♥✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ❛♥❞ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s
✹✹❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ W ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦✇ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✷①✷✳
✹✺
♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❢✉rt❤❡r ❛♠♣❧✐❢② t❤❡ tr❛❞❡
❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ tr❛❞❡ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ●❉P r❡❛❝t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ■❘❋ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ●❉P ❛❢t❡r ❛ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦
❇❡❢♦r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ■ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ●❉P r❡❛❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✏❣r♦✇t❤
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣✑ ❡①❡r❝✐s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧ t❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❚❋P✳✹✺ ■♥ t❤❡ ❜❡♥❝❤✲
♠❛r❦ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♠❛r❦✉♣s ❛♥❞ ♥♦ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡
❛❧♠♦st ♦♥❧② t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❢❛❝t♦r s✉♣♣❧② ✇✐t❤ ❚❋P ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❑❡❤♦❡ ❛♥❞ ❘✉❤❧ ✭✷✵✵✽✮ ♦r ❈r❛✈✐♥♦ ❛♥❞ ❇✉rst❡✐♥ ✭✷✵✶✺✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❣✉❡ t❤❛t ❢♦r❡✐❣♥
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s ❤❛✈❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✉♣ t♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡ ✇❤❡♥ ♠❛r❦✉♣s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞
❚❋P ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ st❡♠s
❢r♦♠ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛r❦✉♣s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♠♣♦rt ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr② ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆s ♥♦t❡❞
✐♥ ❍❛❧❧ ✭✶✾✽✽✮ ♦r ❇❛s✉ ❛♥❞ ❋❡r♥❛❧❞ ✭✷✵✵✷✮✱ ✇❤❡♥ ✜r♠s ❛r❡ ♣r✐❝❡ s❡tt❡rs✱ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❝♦st
♦❢ ✉s✐♥❣ ✐♥♣✉ts ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❚❋P ❝❤❛♥❣❡
✹✺❈♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ■ ✉s❡❞ ηk/(ηk + χk) ❢♦r t❤❡ ❧❛❜♦r s❤❛r❡ ❛♥❞ χk/(ηk + χk) ❢♦r t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧
✹✻
✐♥❞✉❝❡s ❛ ❧❛r❣❡r r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❢❛❝t♦rs ✭❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ●❉P r❡❛❝t✐♦♥
❛❢t❡r t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s s❡r✈✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❢✉rt❤❡r
t❤❡ ❚❋P r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ❡♥❝♦♠♣❛ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉✐①✐t✲❙t✐❣❧✐t③
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉ts✳ ❲✐t❤ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ❛s ❜❡✐♥❣ ❛♥
✐♥♣✉t ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛♥ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❤❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡
♠♦r❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉ts✳ ❆s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❛❜❧❡
✶✳✹✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♥♦t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
❛❝❝❡ss ♦❢ ❛♥② ♠❛r❦❡t ❜✉t r❛t❤❡r t♦ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥ts✱ t❤❛t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②
♠❛r❣✐♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❛♥ts✳ ❲✐t❤ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t✐❡s✱
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢r♦♥t✐❡r ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡r✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t r❡❛❝ts ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐♠♣♦rt❡❞ ✐♥♣✉ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❙♦❧♦✇ r❡s✐❞✉❛❧ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ▲❛❜♦r ❛♥❞ ❈❛♣✐t❛❧ ❛s ❞♦♠❡st✐❝ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠s✱ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢r♦♥t✐❡r ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❚❋P✳
✶✳✼ ❋✉rt❤❡r ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❊✈✐❞❡♥❝❡
■♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣
✜r♠s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ✇❡♥t ❛ ❧♦♥❣ ✇❛② t♦✇❛r❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t ♣✉③③❧❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t
❧✐♥❦❛❣❡s ❛s ❜❡❡♥ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ t❡st ❢♦r t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡
♦❢ ♠❛r❦✉♣s ❛♥❞ ✜r♠s✬ ❡♥tr②✴❡①✐t✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐r✐✲
❝❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛r❦✉♣s ❛♥❞ ❡♥tr②✴❡①✐t ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
❋✐rst✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲✐❛♦ ❛♥❞ ❙❛♥t❛❝r❡✉ ✭✷✵✶✺✮✱ ■ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐♥t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞
❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ♦♥❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳ ◆❡①t✱ t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣✱ ■ st❛rt ❜② ✉s✐♥❣ s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♠❛r❦✉♣s t❤❛t ❛r❡ t❤❡♥
✹✼
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ●r♦✇t❤ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧✳ ■ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♠❛r❦✉♣s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠♦r❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ s❤♦❝❦s✳
✶✳✼✳✶ ❚❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ❊①t❡♥s✐✈❡ ▼❛r❣✐♥ ♦❢ ❚r❛❞❡
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍✉♠♠❡❧s ✫ ❑❧❡♥♦✇ ✭✷✵✵✺✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋❡❡♥str❛ ✫ ▼❛r❦✉s❡♥ ✭✶✾✾✹✮✱ ■ ❝♦♥str✉❝t t❤❡
❊①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ■♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✉♥tr✐❡s j ❛♥❞ m ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡st✲♦❢✲t❤❡✲❲♦r❧❞
❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥tr② k✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭❊▼✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦✉♥t ♦❢ ✈❛r✐❡t✐❡s
❡①♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ j t♦ m r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤♦s❡ ❡①♣♦rt❡❞ ❢r♦♠ k t♦ m✳ ■❢ ❛❧❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ ♦❢ ❡q✉❛❧
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥tr② k ❡①♣♦rts ❛❧❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s t♦ m✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✐s
s✐♠♣❧② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ j ❡①♣♦rts t♦m✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
❜② t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ k✬s ❡①♣♦rts t♦ m✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✭■▼✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ s❤✐♣♠❡♥ts ❢r♦♠ j t♦ m ❛♥❞ ❢r♦♠ k t♦ m ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡t ♦❢ ❣♦♦❞s✳ ❲✐t❤
t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛r❣✐♥s ♦❢ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ j ❛♥❞ m ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
✹✽
t♦t❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ j ❛♥❞ m t♦ t♦t❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥tr② k t♦ m✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❖❚✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿














❚r❛❞❡ ❘❛t✐♦ OTjm =
Xj→m
Xk→m
= EMjm × IMjm
❲❤❡r❡ Ijm ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ j ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤✐♣♠❡♥t t♦ m✱ I ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❡①♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥tr② ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✉♥✐✲
✈❡rs❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ Xj→m ✐s t♦t❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② j t♦ ❝♦✉♥tr② m✳ ❙✐♥❝❡ t❤♦s❡
♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤✐♥ ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r✱ ■ ❞❡✜♥❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐r (i, j) ❛s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥s ❢r♦♠ i t♦ j ❛♥❞ ❢r♦♠ j t♦ i✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳
❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❢♦✉r ✶✵✲②❡❛rs t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✻✾◗✶ t♦ ✷✵✵✽◗✹✱ ■ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
❝♦rr(Y HPit , Y
HP
jt ) = α+ βEM log(❊▼ijt) + βIM log(■▼ijt) + controls+ ǫijt ✭✶✳✷✸✮
❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ 1.5 ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② str✐❦✐♥❣ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛❞❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛
❙❤❛♣❧❡② ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❖❚ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❛t ♦♥❧②
♦♥❡ ❢♦✉rt❤ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❖❚ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳ P✉t
s✐♠♣❧②✿ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❊▼ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② t♦♦ ♠✉❝❤ ✭❝♦♠♣❛r❡ t♦ ■▼✮✱ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳✹✻
✹✻❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ▲✐❛♦ ❛♥❞ ❙❛♥t❛❝r❡✉ ✭✷✵✶✺✮✳
✹✾




❧♦❣✭❊▼✮ ✵✳✷✹✾✯✯✯ ✵✳✷✹✻✯✯✯ ✵✳✶✵✹
✭✽✳✾✶✮ ✭✻✳✷✼✮ ✭✶✳✾✶✮
❧♦❣✭■▼✮ ✵✳✵✶✶✶ ✵✳✶✷✵ ✵✳✵✷✸
✭✶✳✵✽✮ ✭✵✳✹✺✮ ✭✶✳✵✽✮
❈♦✉♥tr②✲P❛✐r ❋❊ ♥♦ ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❋❊ ♥♦ ♥♦ ②❡s
N ✼✻✵ ✼✻✵ ✼✻✵
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯
♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ❙tr♦♥❣ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊①t❡♥s✐✈❡ ▼❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡
✶✳✼✳✷ ❚❡r♠s ♦❢ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P✿ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ▼❛r❦✉♣s
❯s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✷✷ ❝♦✉♥tr✐❡s ❢r♦♠ ✶✾✼✶ t♦ ✷✵✶✵✱✹✼ ■ ❛ss❡ss t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♠❛r❦✉♣s ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛
❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳
■ t❡st t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤❡r❡ ♠❛r❦✉♣s ❛r❡ ❤✐❣❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡❝r❡❛s❡
✐♥ ●❉P ✇❤❡♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ●❉P ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❛♥❞ r❡❣r❡ss t❤✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦♥ ♠❛r❦✉♣s ❡st✐♠❛t❡s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♠❛r❦✉♣s ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ●❉P✲❚❡r♠s ♦❢
❚r❛❞❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❦✉♣s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ●❉P ❛♥❞ t❤❡
t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡✳
❉❛t❛ ♦♥ r❡❛❧ ●❉P ❛♥❞ t❡r♠s ♦❢ tr❛❞❡ ❛t t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❜♦t❤ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❖❊❈❉
❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■ ✜rst ❛♣♣❧② t❤❡ ❍♦❞r✐❝❦ ❛♥❞ Pr❡s❝♦tt
✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✻✳✷✺ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■ ❛❧s♦
❛♣♣❧② t❤❡ ❇❛①t❡r ❛♥❞ ❑✐♥❣ ❜❛♥❞ ♣❛ss ✜❧t❡r ❛♥❞ ❦❡❡♣ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✽ ❛♥❞ ✷✺ ②❡❛rs ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠❡❞✐✉♠✲t❡r♠ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s ✭❈♦♠✐♥ ❛♥❞ ●❡rt❧❡r ✭✷✵✵✻✮✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡tr❡♥❞❡❞ s❡r✐❡s✱
■ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ●❉P ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡ ❢♦r t✇♦ ✷✵✲②❡❛rs t✐♠❡
✹✼❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐s✿ ❆✉str✐❛✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❉❡♥♠❛r❦✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ❋r❛♥❝❡✱ ●❡r♠❛♥②✱ ●r❡❡❝❡✱ ■r❡❧❛♥❞✱
■❝❡❧❛♥❞✱ ■sr❛❡❧✱ ■t❛❧②✱ ❏❛♣❛♥✱ ❑♦r❡❛✱ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣✱ ▼❡①✐❝♦✱ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ❙♣❛✐♥✱ ❙✇❡❞❡♥✱ t❤❡ ❯♥✐t❡❞✲
❑✐♥❣❞♦♠ ❛♥❞ t❤❡ ❯♥✐t❡❞✲❙t❛t❡s
✺✵
✇✐♥❞♦✇s ❢r♦♠ ✶✾✼✶ t♦ ✷✵✶✵✱ ❤❡♥❝❡ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛♥❡❧ ❞❛t❛s❡t ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ❛♣♣❡❛rs t✇♦
t✐♠❡s✳
■ ✉s❡ Pr✐❝❡ ❈♦st ▼❛r❣✐♥ ✭P❈▼✮ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♠❛r❦✉♣s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str②✳ ■♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❈♦❧❧✐♥s ❛♥❞ Pr❡st♦♥ ✭✶✾✻✾✮ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ P❈▼ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦st✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ♦✈❡r r❡✈❡♥✉❡✿
PCM =
❙❛❧❡s− ▲❛❜♦r ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡−▼❛t❡r✐❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡
❙❛❧❡s
✭✶✳✷✹✮
❉❛t❛ ❛t t❤❡ ✐♥❞✉str② ❧❡✈❡❧ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❖❊❈❉ ❙❚❆◆ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛♥❡❧ ❝♦✈❡r✐♥❣
✶✵✼ s❡❝t♦rs ❢♦r ✸✹ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✼✵ ❛♥❞ ✷✵✶✵✳ ❉✉❡ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❢♦r ♠❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥
t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ②❡❛rs✱ ■ r❡str✐❝t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ✷✷ ❝♦✉♥tr✐❡s✳✹✽ ■ ❝♦♠♣✉t❡ P❈▼ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str②✲
❝♦✉♥tr②✲②❡❛r ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ P❈▼ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✲②❡❛r ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡
s❛❧❡s✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ P❈▼ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ✐♥❞✉str②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ P❈▼ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡
✇✐♥❞♦✇ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr②✲②❡❛r P❈▼ ♦✈❡r ❛❧❧ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❛❜❧❡ 1.6✳
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❝♦rr✭GDP filteredi ✱ToT
filtered
i ✮
❍P✲✜❧t❡r ❇❑✲✜❧t❡r ❍P✲✜❧t❡r ❇❑✲✜❧t❡r
❆✈❡r❛❣❡ P❈▼ ✲✶✳✺✵✼✯✯✯ ✲✷✳✵✹✾✯✯✯ ✲✷✳✻✺✵✯✯✯ ✲✸✳✼✵✺✯✯✯
✭✲✷✳✼✵✮ ✭✲✸✳✶✶✮ ✭✲✷✳✽✼✮ ✭✲✹✳✶✵✮
❈♦✉♥tr② ❋❊ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❋❊ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s
N ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕ ✹✸ ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕
◆♦t❡✿ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ●❉P ✇✐t❤ ❚♦❚✳ t st❛t✳ ✐♥
♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01
❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ▼❛r❦✉♣s ❛♥❞ ●❉P✲❚♦❚ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❛❜❧❡ 1.6 s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♣♦♦❧❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤❡r❡
■ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s✱ ■ ♣❡r❢♦r♠ ✜①❡❞
❡✛❡❝t r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞ t✐♠❡ ❞✉♠♠✐❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t✐♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ♠✐❣❤t ❛✛❡❝t t❤❡
✹✽❋♦r ●❡r♠❛♥②✱ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧② ❢r♦♠ ✶✾✾✶ ♦♥✇❛r❞ ✭❛❢t❡r t❤❡ r❡✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐s ✹✸✳
✺✶
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ●❉P ❛♥❞ t❡r♠s✲♦❢✲tr❛❞❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ❝❛s❡s✱ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ t✇♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s
✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❦✉♣s ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r ●❉P ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ♦❢
t❤❡✐r ✐♠♣♦rt r✐s❡s✳
✶✳✼✳✸ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❚❋P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛r❦✉♣s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ❛ ❝♦✉♥tr②✬s
❚❋P ✐s ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ✜①❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t②
❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❚❋P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■ t❡st t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✶✽
❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐r✇✐s❡ ✜❧t❡r❡❞ ❚❋P ✇✐❤t✐♥ ❢♦✉r ✶✵✲②❡❛rs
t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✾✻✾◗✶ t♦ ✷✵✵✽◗✹✱ ■ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
(1) ❝♦rr(TFP filteredit , TFP
filtered
jt ) = α1 + βT log(❚♦t❛❧ijt) + controls+ ǫ1,ijt
(2) ❝♦rr(TFP filteredit , TFP
filtered
jt ) = α2 + βI log(■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ijt) + βF log(❋✐♥❛❧ijt) + controls+ ǫ2,ijt
❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ 1.7 ❢♦r t❤❡ ❍P✲✜❧t❡r❡❞ ❚❋P✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡ 1.8 ❢♦r t❤❡ ❇❑✲✜❧t❡r❡❞ ❚❋P ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ r✉♥ ❝②❝❧❡s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣
❍P ✜❧t❡r✱ t♦t❛❧ tr❛❞❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❚❋P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
✐♥♣✉t ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s (2) ❛♥❞ (4) ✇❤✐❧❡ ♥❡✐t❤❡r tr❛❞❡ ✐♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦r ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ✐s ❢♦✉♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ (6)✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❝❧❡❛r❡r ✇❤❡♥
st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ t❡r♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ 1.8✿ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t
❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s (2)✱ (4) ❛♥❞ (6)✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ tr❛❞❡ ✇✐t❤
♥♦ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ♣♦✇❡r✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠♦r❡ ♥✉❛♥❝❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ❛♥❞ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t s✉❣❣❡sts t❤❛t ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞
t♦ ❚❋P s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r②✳
✺✷
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❝♦rr✭TFPHPi ✱TFP
HP
j ✮
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮
❧♦❣✭❚♦t❛❧✮ ✵✳✵✾✷✯✯✯ ✵✳✷✼✷✯✯✯ ✵✳✵✾✾✯✯
✭✾✳✶✷✮ ✭✶✶✳✵✺✮ ✭✷✳✼✽✮
❧♦❣✭■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮ ✵✳✾✾✯✯✯ ✵✳✷✵✺✯✯✯ ✵✳✵✹✾
✭✹✳✹✼✮ ✭✼✳✺✸✮ ✭✶✳✹✺✮
❧♦❣✭❋✐♥❛❧✮ ✲✵✳✶✹ ✵✳✵✶✽ ✵✳✵✹✹
✭✲✵✳✺✻✮ ✭✵✳✹✹✮ ✭✶✳✶✶✮
❈♦✉♥tr②✲P❛✐r ❋❊ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❚r❡♥❞ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s
❘✲sq✉❛r❡❞ ✭✇✐t❤✐♥✮ ✵✳✶✽✺ ✵✳✶✾✹ ✵✳✷✹✺ ✵✳✷✹✹
❘✲sq✉❛r❡❞ ✭♦✈❡r❛❧❧✮ ✵✳✶✶✽ ✵✳✶✷✽ ✵✳✶✷✵ ✵✳✶✸✵ ✵✳✷✶✸ ✵✳✷✶✼
N ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕ ✻✶✷ ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯ ♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✼✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❍P ✜❧t❡r❡❞ ❚❋P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✺✸
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❝♦rr✭TFPBKi ✱TFP
BK
j ✮
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮
❧♦❣✭❚♦t❛❧✮ ✵✳✵✾✶✯✯✯ ✵✳✷✾✻✯✯✯ ✵✳✵✼✾
✭✻✳✾✼✮ ✭✾✳✺✽✮ ✭✶✳✻✸✮
❧♦❣✭■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮ ✵✳✶✸✸✯✯✯ ✵✳✷✾✵✯✯✯ ✵✳✶✷✻✯✯
✭✹✳✻✽✮ ✭✽✳✺✺✮ ✭✷✳✺✻✮
❧♦❣✭❋✐♥❛❧✮ ✲✵✳✺✸✯ ✲✵✳✵✽✶ ✲✵✳✵✺✹
✭✲✶✳✻✻✮ ✭✲✶✳✹✽✮ ✭✲✶✳✵✵✮
❈♦✉♥tr②✲P❛✐r ❋❊ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❚r❡♥❞ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s
❘✲sq✉❛r❡❞ ✭✇✐t❤✐♥✮ ✵✳✶✹✵ ✵✳✶✼✷ ✵✳✷✵✶ ✵✳✷✵✼
❘✲sq✉❛r❡❞ ✭♦✈❡r❛❧❧✮ ✵✳✵✼✷ ✵✳✵✽✾ ✵✳✵✼✹ ✵✳✵✾✶ ✵✳✶✻✶ ✵✳✶✺✺
N ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕ ✻✶✷ ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯ ♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✽✿ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❇❑ ✜❧t❡r❡❞ ❚❋P ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✶✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■ st❛rt ❜② r❡✜♥✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❤✐❣❤❡r tr❛❞❡
✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧
❣♦♦❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤✐s ♥❡✇ ❢❛❝t✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❦❡② ✐♥❣r❡✲
❞✐❡♥ts✿ ✭✶✮ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ❛♥❞ ✭✷✮ ✜r♠ ❡♥tr②✴❡①✐t✳ ❇♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r
❢♦r ❢♦r❡✐❣♥ s❤♦❝❦s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤r♦✉❣❤ tr❛❞❡ ❧✐♥❦❛❣❡s✳
❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❣♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t✇♦✲❝♦✉♥tr② ♠♦❞❡❧s t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ●❉P ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t✳
■ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ✶✹ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❛ss❡ss ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s✳
❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡①❡r❝✐s❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✺✪ ♦❢
✺✹
t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦♠♦✈❡♠❡♥t s❧♦♣❡✱ ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✏❚r❛❞❡ ❈♦♠♦✈❡♠❡♥t
P✉③③❧❡✑✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t
s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ tr❛❞❡✲❝♦♠♦✈❡♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ♣r✐❝✐♥❣





■ ❢♦❝✉s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ✹✵ ❖❊❈❉ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ♠❛❥♦r ❡♠❡r❣✐♥❣ ♠❛r❦❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝✲
❝♦✉♥t ❢♦r ❛r♦✉♥❞ ✾✵✪ ♦❢ ✇♦r❧❞ ●❉P✳ ❚r❛❞❡ ❞❛t❛ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ◆♦❣✉❡r❛ ✭✷✵✶✻✮ ✇❤♦
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❢♦r ✹✷ ❝♦✉♥tr✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✼✵ ❛♥❞ ✷✵✵✾✹✾✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❞❛t❛ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✱ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❛t❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❢♦r ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❣♦♦❞s tr❛❞❡✱ t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ◆❇❊❘✲❯◆ ❉❛t❛❜❛s❡ ❬❤tt♣✿✴✴❝✐❞✳❡❝♦♥✳✉❝❞❛✈✐s✳❡❞✉❪
❢♦r ✶✾✼✵✲✷✵✵✵ ❛♥❞ t❤❡ ❈❊P■■ ❇❆❈■ ❉❛t❛❜❛s❡ ❬❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❡♣✐✐✳❢r❪ ❢♦r ✶✾✾✺✲✷✵✵✾✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ✐s r❡✲
♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦❞✐t②✲❜❛s✐s✳ ❚❤❡② ❛ss✐❣♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s t♦ ❡♥❞ ✉s❡s ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❡s ✉s✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡❲♦r❧❞ ❇❛♥❦ ❬❤tt♣✿✴✴✇✐ts✳✇♦r❧❞❜❛♥❦✳♦r❣❪✳ ❚♦ ❛ss✐❣♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s t♦ ❡♥❞
✉s❡s✱ t❤❡② ✉s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❙■❚❈ ✭❘❡✈✐s✐♦♥ ✷✮ ✹✲❞✐❣✐t ♦r ❍❙ ✭✶✾✾✻ ❘❡✈✐s✐♦♥✮ ✻✲❞✐❣✐t
❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❇❊❈ ❡♥❞ ✉s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛ss✐❣♥ ❝♦♠♠♦❞✐t✐❡s t♦ ✐♥❞✉str✐❡s✱ t❤❡② ✉s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❙■❚❈ ❛♥❞ ❍❙ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ■❙■❈ ✭❘❡✈✐s✐♦♥ ✷✮ ✐♥❞✉str✐❡s✳ ●❉P ❞❛t❛
❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ P❡♥♥ ❲♦r❧❞ ❚❛❜❧❡s ✈❡rs✐♦♥ ✾✳✵ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r✉❣✳♥❧✴❣❣❞❝✴♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✴♣✇t✴✮✳
■♥ ❏♦❤♥s♦♥ ❛♥❞ ◆♦❣✉❡r❛ ✭✷✵✶✻✮✬s ❞❛t❛ ❢♦r ❘✉ss✐❛ st❛rts ♦♥❧② ✐♥ ✶✾✾✵ ✇❤✐❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❊st♦♥✐❛✱
❙❧♦✈❛❦ ❘❡♣✉❜❧✐❝✱ ❙❧♦✈❡♥✐❛ ❛♥❞ ❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝ st❛rt ♦♥❧② ✐♥ ✶✾✾✸✳ ❆❧❧ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡
♦❢ t❤♦s❡ ✜✈❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ❢♦r t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✵ ②❡❛rs t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡♦❢ ✷✵ ②❡❛rs t✐♠❡✲✇✐♥❞♦✇s✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ■ ❤❛✈❡ ✻✸✵ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣
✹ t✐♠❡s ❛♥❞ ✶✾✵ ♣❛✐rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✷ t✐♠❡s ✭❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✵ ②❡❛rs t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✾✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
✶✳✾✳✷ ❘♦❜✉st♥❡ss ❈❤❡❝❦s ❛♥❞ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts
❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❉❛t❛s❡t
❆s ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦✱ ■ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ❙❚❆◆ ❇✐❧❛t❡r❛❧ ❚r❛❞❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ❜② ■♥❞✉str② ❛♥❞ ❊♥❞✲❯s❡
❞❛t❛ ✭❇❚❉■①❊✮✳✺✵ ❇❚❉■①❊ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♠♣♦rts ❛♥❞ ❡①♣♦rts ♦❢ ❣♦♦❞s✱ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥
❜② ❡♥❞✲✉s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❊st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♥♦♠✐♥❛❧ t❡r♠s✱ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❯❙ ❞♦❧❧❛rs ❢♦r ❛❧❧
❖❊❈❉ ♠❡♠❜❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ❣♦♦❞s✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts
❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✱ ■ ✜rst ❣r♦✉♣ t❤❡
✹✾■ ❞r♦♣ ❘♦♠❛♥✐❛ ❛♥❞ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ❢r♦♠ t❤❡✐r s❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧❛❝❦ ♦❢ ●❉P s❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ P❡♥♥ ❲♦r❧❞ ❚❛❜❧❡s
✺✵❙❡❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♦❡❝❞✳♦r❣✴tr❛❞❡✴❜✐❧❛t❡r❛❧tr❛❞❡✐♥❣♦♦❞s❜②✐♥❞✉str②❛♥❞❡♥❞✲✉s❡❝❛t❡❣♦r②✳❤t♠✳
✺✻
❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ tr❛❞❡ ♣r♦①✐♠✐t② ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t✳ ❉✉❡ t♦ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ■ ✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✶✾✾✺ t♦ ✷✵✶✹ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ♠❡ t♦
❝r❡❛t❡ ❢♦✉r t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ ✺ ②❡❛rs ❡❛❝❤ ✭t❛❜❧❡s 1.9 ❛♥❞ 1.10✮✳ ❲✐t❤ ✷✵ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
❝♦♥t❛✐♥s ✶✾✵ ♣❛✐rs✱ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✼✻✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢♦✉r t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡s ❜❡❧♦✇
♣r❡s❡♥t t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❍P ✜❧t❡r ✭❢♦r ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮ ❛♥❞ t❤❡♥
t❤❡ ❇❛①t❡r ❛♥❞ ❑✐♥❣ ✜❧t❡r ✭❢♦r ♠❡❞✐✉♠ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✳
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❝♦rr✭GDPHPi ✱GDP
HP
j ✮
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮
❧♦❣✭❚♦t❛❧✮ ✵✳✵✻✹✯✯✯ ✲✵✳✵✵✾ ✵✳✶✵✸
✭✺✳✾✹✮ ✭✲✵✳✶✹✮ ✭✶✳✺✸✮
❧♦❣✭■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮ ✵✳✵✹✹✯ ✵✳✶✹✻✯ ✵✳✷✵✾✯✯✯
✭✶✳✽✽✮ ✭✶✳✼✼✮ ✭✷✳✺✾✮
❧♦❣✭❋✐♥❛❧✮ ✵✳✵✷✶ ✲✵✳✶✺✷✯ ✲✵✳✶✵✼
✭✶✳✵✻✮ ✭✲✷✳✵✹✮ ✭✲✶✳✸✾✮
❈♦✉♥tr②✲P❛✐r ❋❊ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❚r❡♥❞ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s
N ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕ ✼✻✵ ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯ ♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✾✿ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❍P✲❋✐❧t❡r❡❞ ●❉P ✲ ❙❚❆◆ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭✶✾✾✺ t♦ ✷✵✶✹✮
✺✼
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❝♦rr✭GDPBKi ✱GDP
BK
j ✮
✭✶✮ ✭✷✮ ✭✸✮ ✭✹✮ ✭✺✮ ✭✻✮
❧♦❣✭❚♦t❛❧✮ ✵✳✵✼✺✯✯✯ ✵✳✹✸✸✯✯✯ ✵✳✸✾✼✯✯✯
✭✺✳✷✸✮ ✭✸✳✽✻✮ ✭✸✳✶✻✮
❧♦❣✭■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮ ✵✳✶✶✺✯✯✯ ✵✳✺✻✷✯✯✯ ✵✳✺✸✽✯✯✯
✭✸✳✼✶✮ ✭✸✳✼✶✮ ✭✸✳✻✵✮
❧♦❣✭❋✐♥❛❧✮ ✲✵✳✵✸✻ ✲✵✳✶✵✻ ✲✵✳✶✷✷
✭✲✶✳✸✷✮ ✭✲✵✳✼✻✮ ✭✲✵✳✽✸✮
❈♦✉♥tr②✲P❛✐r ❋❊ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❚r❡♥❞ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ♥♦ ②❡s ②❡s
N ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕ ✼✻✵ ✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✖✕
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯ ♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✵✿ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❇❑✲❋✐❧t❡r❡❞ ●❉P ✲ ❙❚❆◆ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭✶✾✾✺ t♦ ✷✵✶✹✮
❙❡♣❛r❛t✐♥❣ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❢r♦♠ ❈❛♣✐t❛❧ ❣♦♦❞s
■♥ t❤❡ ❖❊❈❉ ❙❚❆◆ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡♣❛r❛t❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞s ❢r♦♠ ❝❛♣✐t❛❧ ❣♦♦❞s✳ ■♥ t❛❜❧❡
1.11 ■ ✉s❡ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡ ❛s ❛❜♦✈❡✳
✺✽




❧♦❣✭■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✮ ✵✳✵✹✹ ✵✳✵✼✸ ✵✳✶✹✸✯
✭✶✳✹✼✮ ✭✵✳✽✾✮ ✭✶✳✼✹✮
❧♦❣✭❈❛♣✐t❛❧✮ ✵✳✵✵✹ ✵✳✶✶✹✯ ✵✳✵✾✹
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❈♦✉♥tr②✲P❛✐r ❋❊ ♥♦ ②❡s ②❡s
❚✐♠❡ ❚r❡♥❞ ♥♦ ♥♦ ②❡s
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N ✖✖✖✖✖✖ ✼✻✵ ✖✖✖✖✖✲
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯ ♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✶✿ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❍P✲❋✐❧t❡r❡❞ ●❉P ✲ ❙❚❆◆ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭✶✾✾✺ t♦
✷✵✶✹✮✱ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
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❘✲sq✉❛r❡❞ ✭♦✈❡r❛❧❧✮ ✵✳✵✹✺ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✹✹
N ✖✖✖✖✖✕ ✼✻✵ ✖✖✖✖✖✲
t st❛t✳ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✱ ✯✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.01✱ ✯✯ ♠❡❛♥s p < 0.05 ❛♥❞ ✯ ♠❡❛♥s p < 0.10
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✷✿ ❚r❛❞❡ ❛♥❞ ❇❑✲❋✐❧t❡r❡❞ ●❉P ✲ ❙❚❆◆ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭✶✾✾✺ t♦
✷✵✶✹✮✱ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
✶✳✶✵ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐①
✶✳✶✵✳✶ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❈❊❙ ❝❛s❡


























k × (1− ηk − χk)











✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①
















































■♥ ✈❡r② ♠❛r❦❡t✱ ❡♥tr② ♦❝❝✉rs ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✜①❡❞
❝♦st ♦❢ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜② Xk t♦t❛❧ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ s♣❡♥❞✐♥❣ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs ✭Xk =































































































❚♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② k ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s







ωk′(k)(1− ηk − χk)Sk′
]
❋r❡❡ ❡♥tr② ✐♥s✉r❡s t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦✜ts ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧✱ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡✱ t♦ ✜①❡❞ ❝♦sts ❛♥❞ ❡♥tr②
❝♦sts ♣❛②♠❡♥t✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t Rk = Sk✳ ❈❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❞❡♠❛♥❞ ✐♠♣♦s❡ rkKk + wkLk =























❛♥❞ ◦ ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ✭❍❛❞❛♠❛r❞✮ ♣r♦❞✉❝t✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① M ✐s ♥♦♥
✐♥✈❡rt✐❜❧❡✺✶ ❛♥❞ ✐s ♦❢ r❛♥❦ ❡①❛❝t❧② N − 1✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛ss✉r✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♠❡❛♥s ✇❡ ❝❛♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ♦♥❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♦♥❡✳ ■




▲❛❜♦r ❛♥❞ ❈❛♣✐t❛❧ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠











❛♥❞ rk = ηk
Sk
Kk
✺✶❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t s✉♠♠✐♥❣ ❛❧❧ r♦✇s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ③❡r♦✳
✻✷
❋r❡❡ ❊♥tr②




.fE,k ❢♦r ❛❧❧ k
✶✳✶✵✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶






❋✐rst✱ s✐♥❝❡ ✜r♠s ❝❤❛r❣❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❦✉♣ σ/(σ− 1) ♦✈❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡









✇❤❡r❡ FCk→k′ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦st ♣❛②♠❡♥t ❢r♦♠ ❛❧❧ ✜r♠s ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② k s❡r✈✐♥❣ ♠❛r❦❡t k
′✳





















































❆♥❞ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t
Rk,k′ =
γ
γ − (σ − 1)
× σFCk→k′
❼ ❋♦r ❞♦♠❡st✐❝ r❡✈❡♥✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s t❤❛t
Xk +Rk,k =
γ
γ − (σ − 1)
× σFCk→k














γ − (σ − 1)
γσ
×Rk
❯s✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
∑
k′
FCk→k′ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜ts ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳
✶✳✶✵✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷
❘❡♠✐♥❞❡r ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ✿ ■♥ t❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ✭ρ = 1✮ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❝❛s❡✱ t❤❡
















✇✐t❤ W t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ T ❛ ✏❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✑ ♠❛tr✐① ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ γ ❛♥❞ σ✳
Pr♦♦❢✿
■♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝❛s❡ ✭ρ = 1 ❛♥❞ ✜①❡❞ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ s✉♣♣❧②✮✱ t❤❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♠❛♥❞
s❝❤❡❞✉❧❡s wkLk = χkSk ❛♥❞ rkKk = ηkSk ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t♦t❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣s
Sk ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❣❡s wk ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ rk✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ s②st❡♠ ✭✶✳✶✽✮
✇❤❡♥ ρ = 1 r❡✈❡❛❧s t❤❛t ♦♥❝❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r❛✐r❡ ✐s ❞♦♥❡ ✭t❤❛t ✐s✱ t❛❦✐♥❣ w1 = 1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
✜①✐♥❣ S1 = L1/χ1✮✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣s (Si)i=1,...,N ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡✈❡❧✳
❯s✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ s✉♣♣❧② ❛r❡ ✜①❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t t♦t❛❧
✻✹
❝♦♥s✉♠❡rs✬ s♣❡♥❞✐♥❣ Xi ❛❧s♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ GNIk = Xk/Pk t❤❡
●◆■ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✬s ❝♦♥s✉♠❡rs ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs
✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❧❛❜♦r s✐③❡✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s Mi ✐s ✜①❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr② i✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥s✱ ■ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s st❡♣ ❜② st❡♣ ✉♥t✐❧ ■ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡
♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳
▼♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ Pr✐❝❡ ■♥❞❡①❡s
❍♦♠❡ Pr✐❝❡ ■♥❞❡① ❛t ❤♦♠❡ Pk













❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✛❡❝t ♦❢ ❧♦✇❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❝♦✉♥tr② k ♣❧✉s t✇♦ ♦t❤❡r
✐♥❞✐r❡❝t ❡✛❡❝ts ✿ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ✐♥ t❤❡ PBk t❡r♠ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❡♥tr② ♦❢ ♥❡✇ ✜r♠s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ϕk,k t❡r♠✳













❚❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ✏❛t t❤❡✐r ❤♦♠❡✑ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜✉t ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❣♦✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ♥❡✇ ✜r♠s✳
❊①♣♦rt Pr✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s Pi,j


















❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦ ♦♥ ❡①♣♦rt✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✇✐❞❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣♦rt❡❞ ❣♦♦❞s✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡ts✳
✻✺
■♥♣✉t ❇✉♥❞❧❡ Pr✐❝❡ PBk′ ❆❜r♦❛❞
❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❛❣❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦s✱ ■ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢






















❍♦♠❡ ❊♥tr② ❚❤r❡s❤♦❧❞ ϕk,k ❛t ❍♦♠❡
❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ∂ log(PBk)∂ log(Zk) − 1 ❜② ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥









❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ( 1σ−1+κσ ) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤♦❝❦ tr✐❣❡rs t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ♠♦r❡ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
s❤♦❝❦✳
❊①♣♦rt ❊♥tr② ❚❤r❡s❤♦❧❞ ϕk,k′ ❢♦r ❍♦♠❡ ✜r♠s ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ k
′


































❍♦♠❡ ❊♥tr② ❚❤r❡s❤♦❧❞ ϕk′,k′ ❆❜r♦❛❞
❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣
∂ log(PBk′ )
∂ log(Zk)











❊①♣♦rt ❊♥tr② ❚❤r❡s❤♦❧❞ ϕk′,j ❢♦r ❋♦r❡✐❣♥ ✜r♠s ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ j
❲✐t❤ t❤❡ ✏s❡❝♦♥❞✑ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ηϕk′,k′ ,Zk ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝






















Pr✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❣❡♥❝✐❡s




γ − (σ − 1)




◆♦✇ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s




✱ ■ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛tr✐① T
✭❢♦r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥✮ ❛s T = ❞✐❛❣(Λ, ...,Λ)✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

















❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i✱ ηPi,Z1 = −ηGNIi,Z1 ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛✉t❛r❦② ♦❢ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❡ ❤❛✈❡ W = IN t♦ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦r ❝♦✉♥tr②
1 ✐s s✐♠♣❧② ηGNI1,Z1 = 1/(η1 + χ1 − Λ) ✇❤❡r❡❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛r❡ ③❡r♦✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s
r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❏♦♥❡s ✭✷✵✶✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② Λ✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡
✻✼
❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ (1 − η − χ) + Λ < 1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✇♥✲❝♦✉♥tr②
❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✭✶✳✷✶✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♠♣♦s✐♥❣





♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ✜①❡❞ σ✱ Λ(γ) ✐s ❛ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ γ → σ − 1✱ Λ → 0
❛♥❞ ✇❤❡♥ γ → +∞✱ Λ → 1/σ✳ ❋♦r ❛ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ s♦ t❤❛t η+χ = 0.7 ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
❛♥② ✈❛❧✉❡ σ > 1.5 ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (1− η − χ) + Λ < 1 ❢♦r ❛♥②
✈❛❧✉❡ ♦❢ γ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✭γ > σ − 1✮✳
✺✷❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✳✷✶✮ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ s✉♠♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡q✉❡♥❝❡✳ (1 − η − χ)W + T
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦✱ ((1− η − χ)W + T )2 ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡✛❡❝t✱ ❡t❝✳✳✳ ❚❤❡ t♦t❛❧
❡✛❡❝t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① (IN − (1− η−χ)W −T )
−1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
(1−η−χ)W +T ❛❧❧ ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❛✉t❛r❝② ❝❛s❡✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥s✉r❡❞ ❜② (1−η−χ)+Λ < 1✳
✻✽
❈❤❛♣t❡r ✷
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❚r❛❞❡ ❉✐sr✉♣t✐♦♥
❇② ❋r❛♥ç♦✐s ❞❡ ❙♦②r❡s ❛♥❞ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❙✉❜❧❡t✶
❆❜str❛❝t
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥s✳
❋✐r♠s ❛❝❝❡ss ♥❡✇ ✈❛r✐❡t✐❡s ✇❤❡♥ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥② ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❥♦✐♥t❧② ❝❤♦♦s❡ ✇❤❡r❡ t♦
✐♠♣♦rt ❢r♦♠ ❛♥❞ t♦ ❡①♣♦rt t♦✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt✐♥❣✴❡①♣♦rt✐♥❣
str❛t❡❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❛ ✜r♠✬s ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t s✉♣♣❧✐❡rs✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡
t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s ❛❝r♦ss ✜r♠s ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞♠✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦♥ ❣❧♦❜❛❧
tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts r❛t❤❡r t❤❛♥ s✉❜st✐t✉t❡s✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛♥② tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦✉♥tr✐❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡s t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛❞✐♥❣
♣❛rt♥❡rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ s❛♥❝t✐♦♥s t♦ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr②
❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✳
✶❊♠❛✐❧✿ ❢r❛♥❝♦✐s✳❞❡✳s♦②r❡s❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠ ❛♥❞ s✉❜❧❡✵✵✻❅✉♠♥✳❡❞✉✳
❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❚❤♦♠❛s ❈❤❛♥❡②✱ P❛tr✐❝❦ ❋è✈❡✱ ❙✐♠♦♥ ❋✉❝❤s✱ ❈❤r✐st✐❛♥ ❍❡❧❧✇✐❣✱ ❚✐♠ ❑❡❤♦❡✱ ❆❧❜❛♥ ▼♦✉r❛✱




❚❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥s ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ r❡❝❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❖❊❈❉✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❡①♣♦rts ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✻✸✪ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✾✺
❛♥❞ ✷✵✶✶✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✹✳✸✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳✷ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❝r♦ss ✜r♠s ❛♥❞ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✇❛② ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡rs t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛❞❡ s❛♥❝t✐♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡✲
t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ s♦ t❤❛t ✐♠♣♦s✐♥❣ s❛♥❝t✐♦♥s t♦ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦✉♥tr② ❝❛♥ r❡❞✉❝❡
tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s
s✐❣♥ ❛ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡♥❡✜t ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❜❛t❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①t❡♥❞ ♦❢
tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ✉♣♦♥ s✐❣♥✐♥❣ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ ♦✈❡r❞✉❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s
②✐❡❧❞s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥s✐❣❤ts ❢♦r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❢✉t✉r❡ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①✐t
♦❢ t❤❡ ❯♥✐t❡❞✲❑✐♥❣❞♦♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ✭❇r❡①✐t✮ ♦r t❤❡ r❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❆❋❚❆✳
❲❡ st❛rt ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥✲
tr✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛❧❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ ✜r♠s ✉s❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡✐r ❣♦♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❜♦t❤ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ❜② ❝♦♥s✉♠❡rs
❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ❜② ♦t❤❡r ✜r♠s✳ ❯♣♦♥ ♣❛②✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❝♦st✱ ✜r♠s ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t♦ ✐♠♣♦rt
♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❡①♣♦rt t❤❡✐r ❣♦♦❞ t♦ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❲✐t❤ ❧♦✈❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡♥✲
❡✜ts ♦❢ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❢♦r❡✐❣♥ ✐♥♣✉ts✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ♣❛② t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♠♣♦rt✐♥❣
❢r♦♠ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛r❦❡t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✭✐✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✭✈❛r✐❡t✐❡s✮ t❤❛t t❤✐s ❝♦✉♥tr② ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
❡①♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤♦s❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ ✜r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥
❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ♦✉ts♦✉r❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s✬ ♣❛②♦✛ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥tr✐❡s ❝r❡❛t❡ ❛ ♥♦♥ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤
♠❛r❦❡t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❡①♣♦rt✐♥❣✱ ✜r♠s ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r✲
❦❡t s❡♣❛r❛t❡❧② ❜✉t ♠✉st ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② r❛♥❦ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣♦rt✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①
✷❋♦r s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s s✉❝❤ ❛s ▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ♦r ❇❡❧❣✐✉♠✱ ✐♠♣♦rts ♠❛❦❡ ✉♣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡✐r ❡①♣♦rts✳ ❙❡❡
❞❛t❛ ❤tt♣s✿✴✴❞❛t❛✳♦❡❝❞✳♦r❣✴tr❛❞❡✴✐♠♣♦rt✲❝♦♥t❡♥t✲♦❢✲❡①♣♦rts✳❤t♠
✼✵
❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❛❧❧② ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
■♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♦♥❡ ❝♦✉♥tr② ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦✉♥tr②
❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛r❡❛ ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❢❛r❡ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜✉t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥
t❤♦s❡ ❝♦✉♥tr✐❡s st❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ tr❛❞❡ ❛r❡❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥
❝♦✉♥tr✐❡s✱ ♥❡✇ ❢♦r❝❡s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦
❝r❡❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳ ❋✐rst✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ s✐❞❡✱ ✜r♠s ❧♦s✐♥❣
❛❝❝❡ss t♦ ❛♥ ❡①♣♦rt ♠❛r❦❡t ✇✐❧❧ ♣❛ss ♦♥ t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ s✉♣♣❧✐❡rs✱
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣♣❧② s✐❞❡✱ s♦♠❡
✜r♠s ❧♦s✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡✐r s✉♣♣❧✐❡r ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ ❙✉❝❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡
✜r♠s ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✜r♠s t❤r♦✉❣❤ ✐♥♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤♦s❡ t✇♦ ❢♦r❝❡s✱ t❤r♦✉❣❤ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛❞❡ ✢♦✇ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❤❛s
❞❡♠❛♥❞ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛r❦❡t✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦❢ tr❛❞❡
✢♦✇s ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ✇❤❡♥
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳
■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s✉❣❣❡st✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♠✐❝r♦❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡❀ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①✲
❡r❝✐s❡✱ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦r tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r ♣r❡s❡♥ts ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❡♠♣✐r✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ✇❤✐❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✜✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✳
✷✳✷ ▼♦❞❡❧
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② k ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐③❡ Lk✱ ❛♥❞
❆❣❣r❡❣❛t❡ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧ Zk✱ k ∈ {A,B,C}✳
✼✶
✷✳✷✳✶ ❇❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
Pr♦❞✉❝t✐♦♥
■♥ ❛♥② ❝♦✉♥tr② k✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜r♠s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥
❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❢❛s❤✐♦♥ ❧❛❜♦r ℓk ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts Mk ❜♦✉❣❤t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✜r♠s✳ ❋✐r♠s✬
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ♣❛rt ϕ ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt Zk✳ ❚❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ϕ ✐♥ ❝♦✉♥tr② k ✇r✐t❡s✿



















■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ mk,ϕj ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥♣✉t s♦❧❞ ❜② ✜r♠ j t♦ ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
ϕ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥tr② k ❛♥❞ Uk,ϕ ✐s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ✉♣str❡❛♠ t♦ ✜r♠
ϕ✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s s❡t ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❜❡❧♦✇ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛❞❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱






















✇❤❡r❡ Ωk ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❡t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❝♦✉♥tr② k✳ ❆s
✐♥ ❍❡❧♣♠❛♥✱ ▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❨❡❛♣❧❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ✉t✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ✈❛r✐❡t✐❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝
✜r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣♦♦❞ q0 ✇❤✐❝❤ ✐s ❢r❡❡❧② tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡❧② ✇✐t❤
♦♥❡ ✉♥✐t ♦❢ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡①❛❝t❧② Zk ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞✳ β ✐s t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞s ✭❛♥❞ 1 − β t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❣♦♦❞✮✳ ❆s ✐s ✉s✉❛❧ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t q0 ✐s ❢r❡❡❧② tr❛❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❣♦♦❞ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞
✼✷
✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❛❣❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
wk = Zk✳
❚r❛❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡
❆s ✐♥ ❈❤❛♥❡② ✭✷✵✵✽✮✱ ❆r❦♦❧❛❦✐s✱ ❉❡♠✐❞♦✈❛✱ ❑❧❡♥♦✇ ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡③✲❈❧❛r❡ ✭✷✵✵✽✮ ♦r ❖ss❛ ✭✷✵✶✶✮
✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ✜①❡❞ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ s❡❧❧ ✐ts ✈❛r✐❡t② t♦ ❛♥② ❝♦✉♥tr② j ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝♦✉♥tr②✮✱ ❛ ✜r♠ ❢r♦♠
❝♦✉♥tr② i ♠✉st ♣❛② ❛ ✜①❡❞ ❝♦st fij ✐♥ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ✜r♠✬s ✏♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡✑
✸ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
✭✐❝❡❜❡r❣✮ ❝♦st τij ♣❡r ✉♥✐t s♦❧❞✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
j ✐s ♣❛✐❞✱ ❛ ✜r♠ ❜❡❝♦♠❡s ❜♦t❤ ❛♥ ❡①♣♦rt❡r t♦ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❡r ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② j✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣❛②✐♥❣
t❤❡ ✜①❡❞ ❡♥tr② ❝♦st t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛r❦❡t ❡♥t❛✐❧s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♥s✉♠❡rs✱
❜✉t ❛❧s♦ ♥❡✇ s✉♣♣❧✐❡rs✱ ❤❡♥❝❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✜r♠✬s ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st✳✹
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦✜t✱ ✜r♠s ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❡② ❡♥t❡r ✭✐❢ ❛♥②✮✱ ❛✛❡❝t✐♥❣
❜♦t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥tr②✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇
t❤❛t ♣r♦✜ts ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ϕ s♦ t❤❛t ❡①♣♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r s♣❡❝✐✜❝ t❤r❡s❤♦❧❞ ϕk,k′ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ✜r♠s ❢r♦♠ k ✜♥❞ ✐t
♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ♣❛② t❤❡ ✜① ❝♦st fkk′ ❛♥❞ s❡r✈❡ ❝♦✉♥tr② k
′✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡
❡①♣♦rt❡r✴✐♠♣♦rt❡r ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts ❛ ✜r♠✬s ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st✱ ✐t ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜ts ♦♥ ♦t❤❡r ✜r♠s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡♥s t❤❡ r♦♦♠ ❢♦r ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡
❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠s✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛②♦✛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✜①❡❞ ❝♦st fk,k′ ❛❧❧♦✇s ✜r♠s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❜♦t❤ ❡①♣♦rt❡rs
❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡rs ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ✉♣str❡❛♠ s✉♣♣❧✐❡rs Uk,ϕ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠
❝✉st♦♠❡rs Dk,ϕ✳ ❆❧❧ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✜r♠s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣②✱ ✉s❡ ❡✈❡r② ♦t❤❡r
✜r♠ ✐♥ t❤❡✐r ❤♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ❛s ❛ s✉♣♣❧✐❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ωk,k′ t❤❡ s❡t ♦❢ ✜r♠s ❢r♦♠
k t❤❛t ❡①♣♦rt t♦ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt ❢r♦♠ k′✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❡①♣r❡ss t❤❡ s❡t Uk,ϕ ❛♥❞ Dk,ϕ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ str❛t❡❣② s(ϕ)✿
Uk,ϕ = Dk,ϕ = ×k′∈s(ϕ)Ωk,k′ ✭✷✳✶✮
✸❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❛♥② ✜r♠ ✐s t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts s✉♣♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ✐♠♣♦rt✐♥❣
str❛t❡❣②✳
✹❙❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r ♣r♦✈✐❞❡s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
✼✸
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❧❡❛❞s t♦ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ s❡ts ❛♥❞






■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
●❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞♠✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡
✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤❛t ✜r♠s ❡①❡rt ♦♥ t❤❡✐r tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡r ✇❤❡♥ t❤❡② ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡♥t❡r ❛ ❢♦r❡✐❣♥
♠❛r❦❡t✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✱ ❜✉t t❤❡ ❦❡② ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇✿ ✇❤❡♥ ❛
✜r♠ i ❞❡❝✐❞❡s t♦ ♣❛② t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡t✱ t❤❡✐r ❛r❡
t✇♦ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡♥❡✜ts ♦t❤❡r ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋✐rst✱ ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣
♥❡✇ ✈❛r✐❡t✐❡s✱ ✜r♠ i r❡❞✉❝❡s ✐ts ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❝♦st ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s t❤❛t ❛r❡ ❜✉②✐♥❣ ✜r♠ i✬s ✈❛r✐❡t② ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t✱ ❞✐r❡❝t❧② ♦r t❤r♦✉❣❤ ♦t❤❡r s✉♣♣❧✐❡rs✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❤❡♥ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❛r❦❡t✱ ✜r♠ i r❡❛❝❤❡s ♦✉t t♦ ♥❡✇ ❝✉st♦♠❡rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✜r♠ i✬s ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✐ts s✉♣♣❧✐❡rs✱ ✇❤✐❝❤ tr✐❣❣❡rs ❡♥tr② ♦❢ ♥❡✇ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②
✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ♥❡✇ ✐♥♣✉ts✳ ❇♦t❤ ❡✛❡❝ts ✲ t❤r♦✉❣❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ✲ r❡✢❡❝t
t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛❝r♦ss ✜r♠s t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ ❛ ✇♦r❧❞ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥
❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝❛♥ ❝♦❡①✐st ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ❡✐t❤❡r ♦♥❧② ❢❡✇ ✜r♠s ❛❝❝❡ss
❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❤✐❣❤ ✇❤✐❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❧♦✇✱ ♦r
♠❛♥② ✜r♠s ❛❝❝❡ss ❢♦r❡✐❣♥ ♠❛r❦❡ts ❛♥❞ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛r❡ ❧♦✇ ✇❤✐❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡♠❛♥❞ ✐s
❤✐❣❤✳ ❇♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♥♦ ✜r♠ ❤❛s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦
❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ Xk t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡ ✐♥ ❝♦✉♥tr② k✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❧❛❜♦r ♣❛②♠❡♥t
❛♥❞ ♣r♦✜ts r❡❜❛t❡ ✭Xk = wkLk + Πk✮✳ ❈♦♥s✉♠❡rs s♣❡♥❞ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ β ♦❢ t❤✐s s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥











































✇❤❡r❡ pk,k′(ϕ) ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❜② ❛ ✜r♠ ❢r♦♠ k ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ϕ ✇❤❡♥ s❡❧❧✐♥❣ ✐♥ ❝♦✉♥tr② k
′
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ✜r♠s j t❤❛t ❛r❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ t♦ ❛ ✜r♠ ❢r♦♠ k ✇✐t❤ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
ϕ✳
Pr✐❝✐♥❣ str❛t❡❣②
❋✐r♠s ❛r❡ ♠♦♥♦♣♦❧✐sts ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ✈❛r✐❡t②✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t
♠❛r❦✉♣ ♦✈❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦✉♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛♥② ✜r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐ts ✐♥♣✉t ❜✉♥❞❧❡ Mk(Φ)✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣























✇✐t❤ µk ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❤❡ ✇❛❣❡ wk ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❜♦r s❤❛r❡
α✳✺ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❑r✉❣♠❛♥ ✭✶✾✽✵✮ ♦r ▼❡❧✐t③ ✭✷✵✵✸✮ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡✱ ♦♥❡
❝❛♥♥♦t s♦❧✈❡ ❢♦r ♣r✐❝❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ✜r♠✳ ❚❤r♦✉❣❤ PMk ✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❜② ✜r♠
ϕ ✐♥ ❝♦✉♥tr② k ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❜② ❛❧❧ ✐ts s✉♣♣❧✐❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣r✐❝❡s ❝❤❛r❣❡❞ ❜② t❤❡✐r s✉♣♣❧✐❡rs ❛♥❞ s♦ ♦♥ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛❝r♦ss ✜r♠s
❝r❡❛t❡s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤♦s❡ ♣r✐❝❡s
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳








s❡t ♦❢ ❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ S ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ S ✐ts❡❧❢✳ ❊❛❝❤ str❛t❡❣② s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢
s✉♣♣❧✐❡rs ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ Mk,s✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r
✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ ♣r✐❝❡s r❡q✉✐r❡s s♦❧✈✐♥❣ ❥♦✐♥t❧② ❢♦r ❛❧❧ t❤♦s❡ str❛t❡❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r✐❝❡
✐♥❞❡①❡s ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r t❤❛t ✜r♠s ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡✐r str❛t❡❣②✳
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦❜❡②s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ A✱ ✜r♠s ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst ❡①♣♦rt✐♥❣
t♦ B ❛♥❞ t❤❡♥ C s♦ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❞ r❛♥❦ str❛t❡❣✐❡s s ∈ {A,AB,ABC}✳ ■♥ B✱ ✜r♠s
❝♦♥s✐❞❡r ✜rst ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ A ❛♥❞ t❤❡♥ C ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❛♥❦ str❛t❡❣✐❡s s ∈ {B,AB,ABC}✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ C✱ ✜r♠s ❝♦♥s✐❞❡r ✜rst ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ B ❛♥❞ t❤❡♥ A s♦ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s
t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ✇✐❧❧ ❜❡ s ∈ {C,BC,ABC}✳ ❙✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ ♥♦ ✜r♠s ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥s✉r❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡✱ ♥♦ ✜r♠ ✐♥ A ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ str❛t❡❣②
s = {AC}✱ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❢♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ B ❛♥❞ C✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❛ ✜r♠ ✐♥ k t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥♣✉t s✉♣♣❧✐❡rs t❤❡ ✜r♠ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss ✐♥ ♦t❤❡r
❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ✜r♠s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ ♣❛②♦✛ ❝♦✉♣❧❡❞
✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✜r♠s✬ ❝❤♦✐❝❡ ❧❡❛❞s ♥❛t✉r❛❧❧② t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝♦❡①✐st ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇
❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t s❡✈❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ✜r♠s
✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr②✳
❧❡t (P ) ❜❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❣❛✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ t❤❡ s✉❜✲s②st❡♠ (PA) ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡


















































































▲❡♠♠❛ ❚❤❡ s②st❡♠ (P ) ✭❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜✲s②st❡♠s (PA)✱ (PB) ❛♥❞ (PC)✮ ❛❞♠✐ts ❛
✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❜✉♥❞❧❡
❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡t s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
Pr♦♦❢ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❑❡♥♥❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ❢♦r ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s ✐s
s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss ❡q✉❛t✐♦♥s✳
■♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ ♣r✐❝❡s
❚❤❡ s②st❡♠ ✭P❆✮ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝② t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛❝r♦ss ✜r♠s✳
❋♦r ✜①❡❞ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s ✭✐✳❡✳ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ϕk,s✮✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t
❝♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜✉♥❞❧❡ ❢♦r ❛ ✜r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② s ❞❡♣❡♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥
t❤❡ ♣r✐❝❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ✐ts s✉♣♣❧✐❡rs ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡✐r s✉♣♣❧✐❡rs ❛♥❞ s♦ ♦♥
❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✈❡ ❢♦r ✈❛r✐❡t② ✐♥ t❤❡ ❈❊❙ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
♦❢ ✜r♠s ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣♦rt str❛t❡❣✐❡s ❛❧s♦ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r✐❝❡ ✐♥❞❡①❡s✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s✿ ✐❢
♠❛♥② ✜r♠s ✐♥ A ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡①♣♦rt ❛❜r♦❛❞✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❛❝❝❡ss ♥❡✇ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡❞
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✭❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ✉♥✐t ❝♦st✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡✐r s✉♣♣❧✐❡rs ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡✐r
❝❤♦✐❝❡✱ ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦✉♥❞✲❛❜♦✉t
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳
❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❧♦t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡
✉♥✐t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❡✈❡r② ✜r♠ ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❢♦r ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❞r❛✇s
❢♦r ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ A✳ ❈❛❧❧✐♥❣ s = i t❤❡ ❡①♣♦rt str❛t❡❣② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ s❡r✈✐♥❣ i ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❦❡ts
❛♥❞ C = Zk/µk✱ t❤❡ ❣r❛♣❤s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ϕ
σ−1 ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❥✉♠♣s ❛t
✼✼
❡❛❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ■t ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❥✉♠♣s ❛t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❧♦❝❛t✐♦♥s ϕk,s t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡
❝♦❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❯♥✐t ❈♦st ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ϕ
❚♦t❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ Pr♦✜ts
▲❡t ✉s ❝❛❧❧ rk,s(ϕ) t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡✈❡♥✉❡s ❣r♦ss ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts ♦❢ ❛ ✜r♠ ❜❛s❡❞ ✐♥ ❝♦✉♥tr② k ✇✐t❤
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ϕ ✐❢ ✐t ❛❞♦♣ts t❤❡ ✐♠♣♦rt✴❡①♣♦rt str❛t❡❣② s ∈ P ({A,B,C})✳ ❚❤♦s❡ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ t❤❡
s✉♠ ♦❢ s❛❧❡s t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ ✜r♠s ✐♥ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt✴❡①♣♦rt str❛t❡❣② s✳ ❇❡❝❛✉s❡
r❡✈❡♥✉❡s ❡❛r♥❡❞ ❜② ♦♥❡ ✜r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐ts ❝✉st♦♠❡rs✱ ❛❧❧ r❡✈❡♥✉❡s ♠✉st ❜❡
s♦❧✈❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✱
❛♥❞ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❡♣s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Xk r❡♣r❡s❡♥ts t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠❡rs✬ r❡✈❡♥✉❡ ✐♥ ❝♦✉♥tr② k✳ ❈♦♥s✉♠❡rs s♣❡♥❞ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥
β ♦❢ t❤✐s s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❣♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ ❣♦♦❞ ♠❛r❦❡t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❜② ✜r♠s s❡r✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❛r❦❡ts✳✻ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡








✻❙✐♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✱ ❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ ✈❛r✐❡t✐❡s
t❤❛t ❛r❡ ❡①♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦✉♥tr②✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✜r♠s✱ ✇❤♦ ❝❛♥ ❜✉② t❤❡✐r ✐♥♣✉ts ♦♥❧② ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr✐❡s
t❤❡② ❛r❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♣❛✐❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜①❡❞ ❝♦st✳
✼✽
❆❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦✜ts
❲✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♠❛ss ♦❢ ✜r♠s✱ ✜r♠s ♠❛❦❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r♦✜ts ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤♦s❡
♣r♦✜ts ❛r❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥tr②✳ ❈❛❧❧✐♥❣ Rk t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❛❧❧





❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❊❛t♦♥ ❛♥❞ ❑♦rt✉♠ ✭✷✵✵✺✮ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❞✐ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❛♥❞ ▲❡✈❝❤❡♥❦♦ ✭✷✵✶✷✮✳
❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡♥✉❡s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠❛r❦❡t✳ ❈✉♠✉❧❛t❡❞
❞❡♠❛♥❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ k′ ✇✐t❤ str❛t❡❣② s′ ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ ❛ ✜r♠ ❢r♦♠ k ✇✐t❤ str❛t❡❣② s ❛♥❞









✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ϕk′,s′ ❛♥❞ ϕk′,s′+1 ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ ✜r♠ ❝❤❛r❣❡s ❛
❝♦♥st❛♥t ♠❛r❦✉♣ σσ−1 ♦✈❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ s♣❡♥❞s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ 1− α ♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s
✐♥♣✉ts✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t♦t❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉ts PMk,sMk,s(ϕ) ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t♦t❛❧ s❛❧❡s✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr② k ❛♥❞ ❡①♣♦rt str❛t❡❣② s✱ ✇❡ ❤❛✈❡


















Λk,s ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❛ ✜r♠ ✐♥ k ✇✐t❤ ❡①♣♦rt str❛t❡❣② s t♦ ❛❧❧ ✐ts s✉♣♣❧✐❡rs✳ ■t
♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣②✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✇r✐t❡
t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ ❛ ✜r♠ ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② k ✇✐t❤ str❛t❡❣② s✿ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ r❡✈❡♥✉❡s ♠❛❞❡
✼✾
♦♥ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ♦♥ ❛♥② ♠❛r❦❡t k′ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ s❛❧❡s t♦ ✜♥❛❧ ❝♦♥s✉♠❡rs
❛♥❞ s❛❧❡s t♦ ✜r♠s t❤❛t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥tr② k ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② ✭♠❡❛♥✐♥❣ ✜r♠s























 , ∀s ✭❘✭❦✮✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s pk,s(ϕ) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✷✳✹✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r r❡✈❡♥✉❡s✱
♦♥❡ ♠✉st ✜rst s♦❧✈❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✈❡❝t♦r ♦❢ {Λk,s}k∈{A,B,C},s∈P({A,B,C})✳ ❚❤✐s ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡
❞♦♥❡ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s ϕ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣②
s✳ ❚♦ ❝❧❛r✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ Ck,s✱ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr② k ❛♥❞ str❛t❡❣② s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

















❚❤❡♥✱ t❤❡ s②st❡♠s (Λk)✱ ❢♦r k ∈ {A,B,C} ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts Λk,s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥












 , ∀s ✭Λ✭❦✮✮
❚❤❡ s②st❡♠ Λ✱ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✭Λ✭❦✮✮ ❢♦r k ∈ {A,B,C} ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳ ■t ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ Λs✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✭❘✭❦✮✮ s②st❡♠s t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞s ϕk,s✳
■♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤r♦✉❣❤ r❡✈❡♥✉❡s
❲❤❡♥ ❛ ✜r♠ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ ❢♦r❡✐❣♥ ❝♦✉♥tr②✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ♠❡❛s✉r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
❜② ❣❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ♥❡✇ ✐♥♣✉ts✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❤✐❣❤❡r s❛❧❡s ✐♥ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♦♥❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ❛❞❞r❡ss❡s t♦ ✐ts s✉♣♣❧✐❡rs✳
❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ♣r✐❝❡s✱ ✇❡ s❛✇ t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ✜r♠ ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐ts ❝✉st♦♠❡rs✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥s ❛✛❡❝t ✐ts ❝✉st♦♠❡r✬s ❝✉st♦♠❡rs ❡t❝✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛t ♣❧❛② ❢♦r t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s
✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ r♦✉♥❞✲❛❜♦✉t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱
t❤✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❇♦t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭t❤r♦✉❣❤ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡✮ ❧❡❛❞ t♦
❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ ✜r♠s✬ ♣❛②♦✛s✱ ✇❤✐❝❤ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✽✵
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ❡①♣♦rt ♦♣❡♥s t❤❡ ❞♦♦r
❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ♠❛♥② ✜r♠s ❢r♦♠ A ❞❡❝✐❞❡ t♦
❡①♣♦rt✴✐♠♣♦rt t♦ B✱ t❤❡♥ ✜r♠s ✐♥ B ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ♠❛♥② ✐♥♣✉ts✳ ❚❤✐s ♣✉s❤❡s ✉♣ t❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡❞
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡✐r s❛❧❡s ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s ❛♥❞ r✐s❡s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤❡② ❛❞❞r❡ss t♦ t❤❡✐r
s✉♣♣❧✐❡rs✱ ❤❡♥❝❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❢♦r ♠❛♥② ✜r♠s ✐♥ A t♦ ♣❛② t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝❡ss t♦ ❝♦✉♥tr② B✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐❢ ♠❛♥② ✜r♠s ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❡①♣♦rt t♦ C✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞
C ❛♥❞ ♥♦t ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B✳ ❍❡♥❝❡✱ t✇♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝❛♥ ❝♦❡①✐st ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✿ ✜r♠s ✐♥ A
❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♠♣♦rt✐♥❣✴❡①♣♦rt✐♥❣ ✜rst t♦ B ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ϕ✱ ❛❧s♦ C✳ ❖r t❤❡② ❝❛♥
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝❛♥
❝♦✲❡①✐st ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳
❚❤r❡s❤♦❧❞s ❉❡✜♥✐t✐♦♥
■♥ st❛♥❞❛r❞ tr❛❞❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✜r♠s ❝♦♥s✐❞❡r ♠❛r❦❡ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ♦♥❡
❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❜r❡❛❦ ✐♥t♦ ♠❛r❦❡t ❜② s✐♠♣❧② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡♥t❡r✐♥❣
t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜①❡❞ ❝♦st✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❛r❦❡t ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣
str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ❡❛r♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❛r❦❡ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ✐♥ ♠❛♥② ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
❛ ✜r♠✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ❛ ❝❛s❡ ✇✐t❤ N ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣♦rt✴❡①♣♦rt str❛t❡❣✐❡s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜r♠✬s ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①♣♦rt str❛t❡❣✐❡s✱ ❛ s❡t ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧ 2N ✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② str♦♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s
t♦ ❛ ✇♦r❧❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❛♥❞ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳
❲✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❦✉♣ ♦✈❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦✜ts ❛r❡ s✐♠♣❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ 1/σ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
r❡✈❡♥✉❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣❧❛❝❡ k′ ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② k
✐s ♣❛✐❞ ✐♥ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜✉♥❞❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ ✜r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✲str❛t❡❣②✲









✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❛②✲♦✛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
✽✶










▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ s②st❡♠ ✭❘✭❦✮✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ϕσ−1
✇✐t❤ t❤❡ s❧♦♣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①♣♦rt str❛t❡❣② ✉s❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦t❛❧ ♣r♦✜ts ❛r❡ s✐♠♣❧② ❛✣♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ϕσ−1 t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❚❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ t❤❡♥ s✐♠♣❧②
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛②♦✛ ❛r❡ s✐♠♣❧② t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡
❣r❛♣❤✳ ■♥ ❝♦✉♥tr② A✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞








































✇✐t❤ Sk,s t❤❡ ✏s❧♦♣❡✑ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ ❛ ✜r♠ ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② k ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧











































■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ 2.2✳ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤r❡s❤♦❧❞s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ str❛t❡❣②✲s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❡s✳ ❋r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t s❧♦♣❡s ❛r❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛r❦❡t r❡❛❝❤❡❞✳✼
❱❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❲❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♠♣♦rt✴❡①♣♦rt ♠❛r✲
✼❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② s❡r✈✐♥❣ ♠♦r❡ ♠❛r❦❡ts ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r s❧♦♣❡ ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❛♥ ♦t❤❡r
❝♦✉♥tr② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❦❡t s❤❛r❡ ✐♥ ❛♥② ♠❛r❦❡t s❡r✈❡❞✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❛r❦❡t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ❞♦✇♥str❡❛♠✳
✽✷
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤r❡s❤♦❧❞s ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❦❡ts ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦✉♥tr②✳ ■♥ A✱ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ✐s B > C✱ ✐♥ B t❤❡ ✐t ✐s A > C ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐♥ C t❤❡
♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r B > A✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱
❜✉t ✐t ♥❡❡❞ ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐♥❝❡ ✜r♠s ♠❛② st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❧♦♣❡s ✐♥s✉r❡ t❤❛t r❡✈❡rs❡ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦ ✈❡r✐❢②✳
❋✐rst✱ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♥♦ ✜r♠ ✐♥ A ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦
❛❝❝❡ss ❝♦✉♥tr② A ❛♥❞ B ♦♥❧② ❜✉t ❛r❡ ❜❡tt❡r ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❧❧ ♠❛r❦❡ts A✱ B ❛♥❞ C✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✈❡r✐❢② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠✉st ✐♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡
❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤r❡s❤♦❧❞s r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r s♣❡❝✐✜❡❞✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ ❝♦✉♥tr② A ❜❡✐♥❣ s ∈ {A,ABC}✳ ❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♠✉st
t❤❡♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦✉♥tr✐❡s B ❛♥❞ C ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ❝♦✉♥tr② A✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛❧s♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ♥♦ ✜r♠ ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② s = {AC}✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✏♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② s❧♦♣❡✑ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ❝❛♥
♦♥❧② ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ str❛t❡❣② ABC✱ ♦♥❡ ♠✉st s✐♠♣❧② ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✜r♠ ✇✐t❤ ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐t② ϕA,ABC ❤❛s ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t πA,AB(ϕA,ABC) > πA,AC(ϕA,ABC)✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦♥❡ ♠✉st ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ πAC ❧♦❝✉s ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ πAB ❧♦❝✉s ❛t t❤❡ ϕA,ABC ♣♦✐♥t✳
■❞❡♥t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧s♦ ✐♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ πBC ❧♦❝✉s ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ πAB ❧♦❝✉s ❛t t❤❡ ϕB,ABC
✽✸
♣♦✐♥t ✭πB,AB(ϕB,ABC) > πB,BC(ϕB,ABC)✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❛t t❤❡ π
AC ❧♦❝✉s ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ πBC ❧♦❝✉s
❛t t❤❡ ϕC,ABC ♣♦✐♥t ✭πC,BC(ϕC,ABC) > πC,AC(ϕC,ABC)✮✳














































❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✈❡r✐❢② ✐❢ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿
πA,AB(ϕA,ABC) > πA,AC(ϕA,ABC) ✭✷✳✶✵✮
■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥ ♥♦ ✜r♠ ✐♥ A ❛s ❛♥② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡
✐♠♣♦s❡❞ ❡①✲❛♥t❡✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ s✐♠✐❧❛r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❛❧s♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦✉♥tr② B ❛♥❞ C ❛s
❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✳
❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥s✉r✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡ 2.3✳
❲❤❡♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ ♦✉r ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ ❝♦✉♥tr② A✱ ✇❡ r✉❧❡❞ ♦✉t t❤❡ str❛t❡❣② AC✳ ❯s✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ str❛t❡❣② AC ❧✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❛❧❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❣r❛♣❤✳
✽✹
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❱❡r✐❢②✐♥❣ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❈♦♥str❛✐♥ts
❉❡✜♥✐♥❣ ❡①♣♦rt ❢r♦♠ A t♦ B
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡①t❡♥❞ t♦ ✇❤✐❝❤ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦ss ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ XABA→B(ϕ) ❛♥❞ X
ABC
A→B(ϕ) t❤❡ s❛❧❡s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ✜r♠ ❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② A ✐♥ t❤❡




























+MB × (ΛB,AB + ΛB,ABC)
]
ϕσ−1













❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡✲
s♣❡❝✐✜❡❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✈❛r② t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s A ❛♥❞ B✳ ❇② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✽✺
t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ t❤✐r❞ ❝♦✉♥tr② C✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s ✐♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ❛♥❞ ❝❤♦s❡ LA = LB = LC = 100✳ ❙✐♥❝❡ ✇❛❣❡s ❛r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❡✲❢♦r✲♦♥❡ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝❤♦s❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r Zk ❛♥❞
wk ❛♥❞ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ❛❧❧ ✇❛❣❡s t♦ ♦♥❡ s♦ t❤❛t ❝♦✉♥tr✐❡s ❛❧❧ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡
s❛♠❡ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞✳
❚✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❧❛②✐♥❣ ❛ ❞❡❝✐s✐✈❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❛r❡
✭✐✮ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss
✈❛r✐❡t✐❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥
✐♠♣♦rt ♠❛r❦❡t✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ ❛ s❤❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ✺✵✪ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❧❛❜♦r s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t
♦❢ ✺✵✪✱✽ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α = 0.5✳ ❲❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞♦♠❡st✐❝
✈❛r✐❡t✐❡s ✭σ✮ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺✱ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❡st✐♠❛t❡s ❜② ❇r♦❞❛ ❛♥❞ ❲❡✐♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠❛r❦✲✉♣ ♦❢ ✷✺✪✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦✜t r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❜❡❝❛✉s❡ ✜r♠s ♠✉st ♣❛② ✜①❡❞
❝♦sts ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡✐r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦sts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✱ t❤❡ ♣r♦✜t r❛t❡ ♦❢ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠② ✐s
✶✼✳✹✪✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ♦r ❋❛tt❛❧✲❏❛❡❢ ❛♥❞ ▲♦♣❡③ ✭✷✵✶✹✮ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ P❛r❡t♦ s❤❛♣❡
♣❛r❛♠❡t❡r γ t♦ ❜❡ ✺✳✻ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ σ − 0.4✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣ s❛❧❡s ♦❢ ✶✳✻✼ ✐♥ ❯❙ ♣❧❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ t❛r❣❡t ✐♥
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❞✉❝❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡
t❤❡ ♦✇♥ ❝♦✉♥tr② ❜❛rr✐❡r t♦ ♦♥❡ ✭fkk = 1 ❢♦r ❛❧❧ k✮ ❛♥❞ s❡t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜①❡❞ ❝♦st ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ fAB = fBA = 3 ❛♥❞ fAC = fBC = fCA = fCB = 4✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ❛r❡ ❛❧❧
s❡t t♦ 20% ❛♥❞ ❡①❝❡♣t t❤♦s❡❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡t t♦ ✶✵✪✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r
❡①❡r❝✐s❡ ✐s t♦ ✈❛r② τAB ❛♥❞ τBA ❛♥❞ ❛ss❡ss t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✢♦✇s
❛❝r♦ss ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳
❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊①♣♦rts ✇❤❡♥ τAB ✈❛r✐❡s
❖✉r ♠❛✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B
❛♥❞ t♦ ♣❧♦t t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❡①♣♦rts ❢r♦♠ A t♦ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❋✐rst✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ♠♦❞❡❧s
✽♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❧❛❜♦r s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❧❛❜♦r
♣❛②♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✜t✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✺✵✪ ❛♥❞ ✶✼✳✹✪ ♦❢ ❣r♦ss ♦✉t♣✉t ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❢♦r t❤❡ ♣r♦✜t
r❛t❡ ♥❡t ♦❢ ✜①❡❞ ❝♦sts✮✳
✽✻
P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡ ◆♦t❡
LA = LB = LC ✶✵✵ ❈♦✉♥tr② ❙✐③❡
wA = wB = wC ✶ ❖♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ❣♦♦❞
α ✵✳✺ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t
σ ✺ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✈❛r✐❡t✐❡s
γ ✹✳✻ P❛r❡t♦ s❤❛♣❡ ✭❋❛tt❛❧✲❏❛❡❢ ❛♥❞ ▲♦♣❡③ ✭✷✵✶✹✮✮
fA,A = fB,B = fC,C ✶ ❖✇♥ ❝♦✉♥tr② ❡♥tr② ❝♦st
fA,B = fB,A ✸ ❋✐①❡❞ ❡♥tr② ❝♦st✿ A−B
fA,C = fB,C ✹ ❋✐①❡❞ ❡♥tr② ❝♦st✿ ❛❝❝❡ss t♦ C
fC,A = fC,B ✹ ❋✐①❡❞ ❡♥tr② ❝♦st✿ ♦✉t ♦❢ C
τA,C = τB,C ✶✳✷ ■❝❡❜❡r❣ ❝♦st✿ ❛❝❝❡ss t♦ C
τC,A = τC,B ✶✳✷ ■❝❡❜❡r❣ ❝♦st✿ ♦✉t ♦❢ C
♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ τAB ❛♥❞ τBA ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♠♣❛❝t
♦♥ ✜r♠s✬ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt
❞❡❝✐s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ✜r♠s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❛r❦❡t ❡♥tr② ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥❡ ❜②
♦♥❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ r❛♥❦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡t ♦❢ ❡①♣♦rt str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t
❧✐♥❦❛❣❡s ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ❛ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ tr❛❞✐♥❣
♣❛rt♥❡r ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛❞✈❡rs❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r tr❛❞❡ ✢♦✇s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛rt♥❡rs✳
■♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❡❧♦✇ ✭s❡❡ 2.4✮✱ ✇❡ ✈❛r② τAB ❛♥❞ τBA ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✶ t♦ ✶✳✷✱ ❤❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭❢r♦♠ ✶✵✪ t♦
✷✵✪ ♦❢ ✐❝❡❜❡r❣ ❝♦st✮✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ s✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s tr❛❞❡ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝♦✉♥tr✐❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t♦t❛❧ ❡①♣♦rts ❢r♦♠ A t♦ B✳ ❚❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t tr❛❞❡✳
✽✼
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❉✐sr✉♣t✐♥❣ ❚r❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B
❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❡✛❡❝t
❊①t❡♥s✐✈❡ ▼❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✇❤❡♥ τAB ✈❛r✐❡s
■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✜r♠s
❢r♦♠ ❝♦✉♥tr② A t❤❛t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♣❛② ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜①❡❞ ❝♦sts✳ ❑❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡①♣♦rt❡rs ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡rs t♦ ❜♦t❤ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ t❤❡♥ ♣❧♦t ✐♥ ✜❣✉r❡ 2.5 t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣♦rt❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B✱ ❦❡❡♣✐♥❣
❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❝♦♥st❛♥t✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ♥♦t ♦♥❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t♦t❛❧ ❡①♣♦rts
❢r♦♠ A t♦ C ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ tr❛❞❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜r♠s ✐♥ A t❤❛t
❡♥❣❛❣❡ ✐♥ tr❛❞❡ ✇✐t❤ C✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t♦t❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s
✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ t❡st ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♠❛ss ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ tr❛❞❡❞
✈❛r✐❡t✐❡s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r✐❝❛r❞✐❛♥ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❊❛t♦♥ ✫ ❑♦rt✉♠ ✭✷✵✵✷✮ t❤❛t
❢❡❛t✉r❡ ❛ ✜①❡❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♦❢ ❣♦♦❞s✳
✽✽
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉✐sr✉♣t✐♥❣ ❚r❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B
❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❡✛❡❝t ❢♦r t❤❡ ❊①t❡♥s✐✈❡ ▼❛r❣✐♥
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✇✐t❝❤✐♥❣
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ 2.2✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②
✐♥ ✜r♠s✬ ♣❛②♦✛s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❋✐r♠s✬ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♣❛② t❤❡
✜①❡❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❝♦✉♥tr② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢♦r❡✐❣♥ ✜r♠s t❤❛t t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ tr❛❞❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ✜r♠s ✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ t❤❡
s❡t ♦❢ ♥❡✇ s✉♣♣❧✐❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡✇ ❝✉st♦♠❡rs ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣♦♦❞ ♠❛r❦❡t✮ ❜✉t ✐t
❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤♦s❡ ✜r♠s ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉♥❧✐❦❡
✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ♠❛r❦❡t ❛❧✇❛②s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦✜t
♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✜r♠s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠s t❤❛t ❣✐✈❡s r✐s❡
t♦ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐ss✉❡✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♠♣♦s❡❞ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✇❤❡♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ❛r❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r s♣❡❝✐✜❡❞ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥②♠♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s❛t✐s✜❡❞
✽✾
❛♥②♠♦r❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♣❡❝❦✐♥❣
♦r❞❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✉st❛✐♥❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ tr❛❞❡ ❝♦sts ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ❞♦
✐♥ ✜❣✉r❡ 2.6 ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡❝❦✐♥❣ ♦r❞❡r ✐s r❡✈❡rs❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐❝❡❜❡r❣ ❝♦sts
❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ▲❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ τAB ❛♥❞ τBA
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❙✇✐t❝❤✐♥❣
✷✳✹ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡s tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s✱
❧♦✇❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦sts ❢r♦♠ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ❢♦r ❜♦t❤
❡①♣♦rts ❛♥❞ ✐♠♣♦rts✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s
✐♥ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ ♠✉❧t✐✲❧❛t❡r❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠
❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ♦r tr❛❞❡ ❝r❡❛t✐♦♥✳
❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ❢♦r
❡①♣♦rts ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❢♦r ✐♠♣♦rts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
✾✵
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s ❛♠♦♥❣st ♠✉❧t✐✲❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲
✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❡①❡r❝✐s❡ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥
◆❆❋❚❆ ❛♥❞ ♥♦♥✲◆❆❋❚❆ ♠❡♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❛♠♦♥❣ ◆❆❋❚❆ ♠❡♠❜❡rs✳
❘❡❝❛❧❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ♦✉r t❤❡♦r② ❢❡❛t✉r❡s t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❢♦r❝❡s ♦♥ ♠✉❧t✐✲❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s✿ t❤❡
s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛s ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧s
♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✭♦r s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t②✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡✲✐♥✲❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❡①❡r❝✐s❡ ❛s
t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❢♦r❝❡s✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡ ✐❧❧✉str❛t❡s✱ ✐♥ t❤❡♦r②✱ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡
t✇♦ ❢♦r❝❡s ❝❛♥ ❞♦♠✐♥❛t❡✳
❉❛t❛
❚❤❡ ✜rst ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❜❡❧♦✇ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠
❍❡❧♣♠❛♥ ▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡
✢♦✇s ❢r♦♠ ❋❡❡♥str❛✬s ❲♦r❧❞ ❚r❛❞❡ ❋❧♦✇s❀ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s✱ ❛❧❜❡✐t ♥♦✐s②✱
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ tr❛❞❡ ❝♦st❀ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❣❡♦❣r❛♣❤②✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❡✱
❛s ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❖✉r s❡❝♦♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡①❡r❝✐s❡ ✉s❡s ❋❡❡♥str❛✬s ❲♦r❧❞
❚r❛❞❡ ❋❧♦✇ ❢r♦♠ ✶✾✽✹ t♦ ✷✵✶✹✱ ❛♥❞ ♦♥ ❈❊P■■✬s ●r❛✈✐t② ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❞❛t❛ ♦♥ ●❉P✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱
tr❛❞❡ ❛♥❞ ♠♦♥❡② ❛❣r❡❡♠❡♥ts✳
❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s
❆ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ❜♦t❤ ❢♦r ❡①♣♦rts ❛♥❞ ❢♦r ✐♠♣♦rts✱
❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❝r♦ss ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❡①♣♦rt✐♥❣✱ ❢♦r ❛ ❞♦♠❡st✐❝ ✜r♠✱
s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❢♦r ✐♠♣♦rts ❛❜r♦❛❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥
❢♦r ❡①♣♦rts✱ ❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❢♦r ✐♠♣♦rts✳ ❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s
❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❛❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss ♠❛♥② ❝♦✉♥tr✐❡s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣② ♦❢ ❍❡❧♣♠❛♥ ▼❡❧✐t③ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥st❡✐♥ ✭✷✵✵✽✮ ✐♥ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ③❡r♦s ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❛t❛ t♦ ✐♥❢❡r ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❝♦✉♥tr② k ❡①♣♦rts t♦ ❛ ❝♦✉♥tr② k′✳ ■❢ ❝♦✉♥✲
tr② k ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣♦rt t♦ k′✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠ ✐♥ k ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞
✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ t♦ ❡①♣♦rt t♦ k′✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦✉♥tr② k ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ ❝♦✉♥tr② k′ ✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ♦❢ ❡①♣♦rt ✐♥ ❝♦✉♥tr② k✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✶✾✽✻ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✺✽ ❝♦✉♥tr✐❡s❀ t❤❛t ✐s 158 ∗ 157 = 24′806 ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
✾✶
tr❛❞❡ ✢♦✇s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐r ❛♣♣❡❛rs t✇✐❝❡✱ ♦♥❝❡ ❢♦r tr❛❞❡ ❢r♦♠ k t♦ k′ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❢♦r
tr❛❞❡ ❢r♦♠ k′ t♦ k✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ❆❧s♦✱
♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛
❝♦✉♥tr② ❡①♣♦rts t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦✉♥tr②✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠ ✐♥ k ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ s✉✣❝✐❡♥t ♣r♦✜ts t♦
r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ k′✳
❚r❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r r♦✉❣❤❧② t✇♦✲t❤✐r❞s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ tr❡❛t ❛❧❧ tr❛❞❡ ❛s tr❛❞❡ ✐♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ✐♥♣✉ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝♦r❞s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ Ωk ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❛❦❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠s
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t✐❡s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉♣♣♦rt ✇✐t❤ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ϕ̄✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts ♦✉r
♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ③❡r♦ tr❛❞❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦✉♥tr② k ❡①♣♦rts








❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢♦r ❛ ✜r♠ ✐♥ k ❢r♦♠ ❡①♣♦rt✐♥❣ t♦ k′ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡
♠❛r❣✐♥ ❢♦r ✐♠♣♦rts ✐♥ k′ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ■t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤❛t ✇❡ t❡❛s❡ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛
✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❧♦✇✳







1 ✐❢ zk,k′ ≥ 0
0 ♦t❤❡r✇✐s❡








■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s✱ ϕk,k′ ✱ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ zk,k′ ✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦✜ts ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❛ ✜r♠✬s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r
❛r❡ t❤❡ ♣r♦✜ts ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ✜r♠✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② zk,k′ ✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②
t❤r❡s❤♦❧❞ ϕk,k′ ✳
❚❤❡ ✐❝❡❜❡r❣ ❝♦st ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✲♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞




k,k′ ✳ ❚❤❡ ✜①❡❞ ❝♦st ♦❢ ❡①♣♦rt✐♥❣ ✐s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢
✾✷
❡①♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② s♣❡❝✐✜❝ ✜①❡❞ ❝♦sts✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡rr♦r t❡r♠ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❝♦✉♥tr②
♣❛✐r❀ t❤❛t ✐s fk,k′ ≡ exp(φExp,k + φImp,k′ + ǫ
f
k,k′✮✳ ❯s✐♥❣ ✭❘✭❦✮✮ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r rk,k′ ✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✾✿
zk,k′ = β0 + βk + βk′ + δ ln dkk′ + f(ϕk′,k) + ǫk,k′ ,
✇❤❡r❡ f ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ❞✐r❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ϕk′,k✳
❚❤✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❡①♣♦rt✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢♦r❡✐❣♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ✇♦✉❧❞
♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ♦♥❧②✳
❆❧❧ ❡❧s❡ ❡q✉❛❧✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐r k, k′ ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ ♦♥❡✲❢♦r✲♦♥❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
zk,k′ = α+ βk + βk′ + (1− σ)dkk′ + f̃(zk′,k) + ǫk,k′ ,
✇❤❡r❡ f̃ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ϕk′,k ❛♥❞ zk′,k✳
❚❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ t✇♦✲st❡♣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳
❋✐rst✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ z✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ẑ✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ t❤❡♥ ✉s❡ ẑk′,k ❛s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②
✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r zk,k′ ✳ ❖✉r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✿





k′,k + ǫk,k′ ,
✇❤❡r❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f̃ ✳
❘❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❜❡❧♦✇ r❡♣♦rt t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✐t ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ▲✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
I = 1✱ ❛♥❞ ❛ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ I = 3✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❜r♦❛❞ ✐s ❤✐❣❤❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣♦rt✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❡st✐❝
❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✳
❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ♠✉❧t✐✲❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ♠♦❞❡❧s ♦❢ tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ✇♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡rs✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞
♥♦♥✲♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤✐s s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s tr❛❞❡ ❝r❡❛t✐♦♥
✾❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s β0 = − lnσ + ln(α
α(1 − α)1−α) − ln ϕ̄ + lnµ✱ t❤❡ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝t ✐s βk =
−α lnwk + φExp,k✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝t ✐s βk′ = lnMk′ + φImp,k′ ✳
✾✸
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥s kk′
❉❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ Tk,k′
▲✐♥❡❛r ◆♦♥❧✐♥❡❛r
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞❡❴❦✬❦ ✶✳✸✼✼∗∗∗ ✷✳✻✵✽∗∗∗
✭✾✳✺✷✮ ✭✸✳✼✼✮
▲♦❣ ♦❢ ❇✐❧❛t❡r❛❧ ❉✐st❛♥❝❡ ✲✵✳✹✹✻∗∗∗ ✲✵✳✹✶✵∗∗∗
✭✲✶✹✳✽✺✮ ✭✲✶✵✳✹✽✮






❈♦♠♠♦♥ ▲❡❣❛❧ ❙②st❡♠ ❉✉♠♠② ✵✳✵✼✽✸∗∗ ✵✳✵✼✹✸∗
✭✷✳✻✷✮ ✭✷✳✹✼✮
❈♦♠♠♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❉✉♠♠② ✵✳✶✼✶∗∗∗ ✵✳✶✺✻∗∗∗
✭✹✳✷✼✮ ✭✸✳✼✺✮
❈♦❧♦♥✐❛❧ ❚✐❡s ❉✉♠♠② ✵✳✷✼✺ ✵✳✷✾✶
✭✵✳✾✼✮ ✭✶✳✵✹✮
❈✉rr❡♥❝② ❯♥✐♦♥ ❉✉♠♠② ✵✳✸✶✾∗ ✵✳✷✽✷∗
✭✷✳✸✷✮ ✭✷✳✵✸✮
❋r❡❡ ❚r❛❞❡ ❆r❡❛ ❉✉♠♠② ✶✳✸✸✻∗∗∗ ✶✳✷✼✶∗∗∗
✭✹✳✷✽✮ ✭✹✳✵✹✮
❈♦♠♠♦♥ ❘❡❧✐❣✐♦♥ ✭✉s❡❞ ✐♥ ❍▼❘✮ ✵✳✶✺✻∗ ✵✳✶✸✾∗
✭✷✳✺✶✮ ✭✷✳✷✶✮
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞❡2k′k ✲✶✳✾✷✾
✭✲✶✳✹✶✮
Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞❡3k′k ✵✳✾✷✺
✭✶✳✵✶✮
■♠♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ♥♦t r❡♣♦rt❡❞
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✷✹✬✹✾✷ ✷✹✬✹✾✷
t st❛t✐st✐❝s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s
∗ p < 0.05✱ ∗∗ p < 0.01✱ ∗∗∗ p < 0.001
✾✹
❛♥❞ tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ tr❛❞❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ tr❛❞❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ❢♦r
tr❛❞❡ ✐♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s ❛r❡ st✐❧❧ ❛t ♣❧❛②✱ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛❝r♦ss ✜r♠s ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t✐❡s
✐♥ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t♦ ❛ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
◆❆❋❚❆✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✾✽✹ ❛♥❞ ✷✵✶✹ ❢r♦♠ ❋❡❡♥str❛✬s
❲♦r❧❞ ❚r❛❞❡ ❋❧♦✇✳ ❲❡ r❡str✐❝t ♦✉r s❛♠♣❧❡ t♦ ❝♦✉♥tr✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ●❆❚❚ ✐♥
✶✾✾✵✶✵✳
❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ ◆❆❋❚❆ ♦♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡
tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✇❡ s♣❧✐t ♦✉r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺✵ ❝♦✉♥tr✐❡s
❢r♦♠ ✶✾✽✹ t♦ ✷✵✶✹ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ ◆❆❋❚❆
✭♠❡♠❜❡rs✮✱ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡♠❜❡r ✐♥ ◆❆❋❚❆ ❢♦r ✇❤✐❝❤ tr❛❞❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥
✶✾✾✹ ✭♣❛rt♥❡rs✮✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t tr❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ ◆❆❋❚❆ ♠❡♠❜❡r ✐♥ ✶✾✾✹ ✭❝♦♥tr♦❧✮✳
❉✐✛❡r❡♥❝❡✲✐♥✲❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❛ ♣❛♥❡❧ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣♦❧✲
✐❝② ❛✛❡❝ts ❣r♦✉♣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ◆❆❋❚❆ ♦♥ ♠❡♠❜❡rs ✭♣❛rt♥❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✕ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡rs ✭♣❛rt♥❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣ ✕
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣♦st ❛♥❞ ♣r❡ ✶✾✾✹ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳ ❖✉r ❜❛s❡❧✐♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡
✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❣❣r❡❣❛t❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛❧❧♦✇
❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss t✐♠❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
tr❡♥❞s ❛❝r♦ss ❣r♦✉♣s✳
❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ 150 × 149 ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✇✐t❤✐♥✲❣r♦✉♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✶✶
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣ ♦❢ t♦t❛❧ ✐♠♣♦rts ❢r♦♠ j t♦ i ❛t t✐♠❡ t✿
lnTi→j,t = βij + βt + δm D
m
t + δp D
p
t + ǫijt . ✭▼♦❞❡❧ ✶✮
✶✵◆❡❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❝♦✉♥tr✐❡s
t❤❛t ❛❝❝❡ss❡❞ ●❆❚❚ ❜❡❢♦r❡ ✶✾✾✵✮ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥✳
✶✶❚❤❛t ✐s
lnTi→j,t − m̄ij = βt + δm D
m
t + δp D
p







❚❤❡ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ✜①❡❞ ❡✛❡❝t ♥♦t ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r st❛♥❞❛r❞ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝♦✈❛r✐❛t❡s ♦❢ ❣r❛✈✲
✐t② ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❣❡♦❣r❛♣❤②✱ ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❝✉❧t✉r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ◆♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ▼♦❞❡❧ ✶✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ●❉P✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❝r♦ss
❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐t ✐♥ ♦✉r r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t ✐t ❞♦❡s♥✬t ❛❧t❡r ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❚❤❡ t✐♠❡ ❞✉♠♠② ♥♦t ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ tr❛❞❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❛♥② ❣❧♦❜❛❧
t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡sts ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
❝❤❛♥❣❡s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ◆❆❋❚❆✳ ❚❤❡ ❞✉♠♠② Dmt ✭D
p
t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡ 1 ❛❢t❡r ✶✾✾✹ ❢♦r
❛♥② ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠❡♠❜❡rs ✭♣❛rt♥❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❇❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ t♦ ❝❛✈❡❛ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❤❡r♦✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡
❞✐s❝✉ss ❜❡❧♦✇✮ E[ǫijt|i, j, t] = 0✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❆❋❚❆ ❞✉♠♠② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❛rt♥❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
δp =(E[lnTi→j,t|i ♦r j ♣❛rt♥❡r, t ≥ 1994]− E[lnTi→j,t|i ♦r j ♣❛rt♥❡r, t < 1994])−
(E[lnTi→j,t|♥♦r i ♥♦r j ♣❛rt♥❡r, t ≥ 1994]− E[lnTi→j,t|♥♦r i ♥♦r j ♣❛rt♥❡r, t < 1994])
❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t eδp ❛s t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ◆❆❋❚❆ ♠❡♠❜❡rs
❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛rt♥❡rs ❝❤❛♥❣❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ tr❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✳ ■♥
♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ δm ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ δp ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢
tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ δp ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❢♦r❝❡s ♦♥ ♠✉❧t✐❧❛t❡r❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
r❡s✉❧ts ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ✐ss✉❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦✇ t✉r♥✳
❊♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ◆❆❋❚❆✿ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ❜❛s❡❧✐♥❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ◆❆❋❚❆
♦♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s✱ t❤❡ ❝❛✉s❛❧✐t② ♠❛② ♣❧❛② ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ♠❡♠❜❡rs✱ ♣❛rt♥❡rs ♦r ❝♦♥tr♦❧s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts
♠❛② ❜❡ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❣r♦✉♣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ tr❛❞❡ ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❙✉❝❤ r❡✈❡rs❡ ❝❛✉s❛❧✐t②✱
❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ tr❛❞❡ ❝r❡❛t✐♦♥
❢r♦♠ ◆❆❋❚❆ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ δm ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐❛s❡❞ ✉♣✇❛r❞✳ ❚♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r
tr❛❞❡ ♣❛rt♥❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥♦t s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ◆❆❋❚❆✱ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ δp ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜✐❛s❡❞
❞♦✇♥✇❛r❞✳ ❍❡♥❝❡ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ✇♦✉❧❞ t❡♥❞ t♦ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥t♦ ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ ♣❛rt♥❡rs ♦❢ ◆❆❋❚❆♠♦t✐✈❛t❡s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣
❢❛❝t♦rs t❤❛t ✈❛r② ❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦r ❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✇❛②s✿
✾✻
❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❣r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ tr❡♥❞s ❛♥❞ ❢♦r ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr✐❡s✬ ●❉P ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳
❈♦♥tr♦❧s ❢♦r ❣r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ tr❡♥❞s✶✷✿ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✲✐♥✲❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣② r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧
❣r♦✉♣✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ❧❡✈❡❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ tr❡♥❞s t❤❛t ♠❛② r❡s✉❧t ❢r♦♠
s❡❧❢✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ✐♥t♦ ♠❡♠❜❡rs✱ ♣❛rt♥❡rs ♦r ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣
tr❡♥❞s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s✿
lnTi→j,t = βij + βt + δm D
m
t + δp D
p
t + γm 1m t+ γp 1p t+ ǫijt. ✭▼♦❞❡❧ ✷✮
✇❤❡r❡ 1m ❛♥❞ 1p ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ ♣❛rt♥❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ tr❡♥❞s
❝❛♣t✉r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ❧❡✈❡❧✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❧❞ tr❛❞❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r
❜② t❤❡ t✐♠❡ ❞✉♠♠②✮✳
❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✿ ❆♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ tr❛❞❡ ✢♦✇ ❢♦r ❛ ❝♦✉♥tr②✲
♣❛✐r ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❢♦r ✭▼♦❞❡❧ ✶✮ ❛♥❞ ✭▼♦❞❡❧ ✷✮✱ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❛r❡ r♦❜✉st t♦
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐rs ❛♥❞ ❛❝r♦ss t✐♠❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛
✜①❡❞ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ (ij) ❛♥❞ (ji) ❛♥❞ ❢♦r s❡r✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥
❜✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦✉♥tr② ♣❛✐rs✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 150∗149/2 ❝❧✉st❡rs✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ❝✉rr❡♥t
♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t t❤❡ ❣r♦✉♣✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦✉♥tr②✲♣❛✐r
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✱ t❤✐s ❧❡❛✈❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ♦✉r ♥❡①t r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
❈♦♥tr♦❧s ❢♦r ❝♦✉♥tr②✲❧❡✈❡❧ tr❡♥❞s✱ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿ ❙❤♦❝❦s ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧ r❡q✉✐r❡s
t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✳ ❯♥❞❡r t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ 150 ❝❧✉st❡rs✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤♦✉❣❤✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜♦t❤
✐♠♣♦rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣♦rt✐♥❣ ❝♦✉♥tr② ❧❡✈❡❧ ●❉P ❛♥❞ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳ ❖✉r t❤✐r❞ ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
✐s✿
















✇❤❡r❡ y ❛♥❞ ycap ❞❡♥♦t❡ ●❉P ❛♥❞ ●❉P ♣❡r ❝❛♣✐t❛✳
❘❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ❡st✐♠❛t❡s ❞♦ ♥♦t ✜♥❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ tr❛❞❡ ❞✐✈❡rs✐♦♥✳




❧♥ tr❛❞❡ ❧♥ tr❛❞❡ ❧♥ tr❛❞❡
✶❂◆❆❋❚❆ ♠✳ ♣♦st ✾✹ ✵✳✷✼✹ ✵✳✸✺✾∗∗∗ ✵✳✶✺✶∗∗
✭✶✳✵✸✮ ✭✺✳✷✵✮ ✭✷✳✻✾✮
✶❂◆❆❋❚❆ ♣❛rt♥ ♣♦st ✾✹ ✵✳✵✵✸✶✾ ✲✵✳✵✶✹✾ ✵✳✵✶✾✸
✭✵✳✵✻✮ ✭✲✵✳✷✺✮ ✭✵✳✶✸✮
❚r❡♥❞ ◆❆❋❚❆ ✲✵✳✵✵✺✺✺ ✵✳✵✶✶✹∗
✭✲✵✳✹✷✮ ✭✷✳✻✶✮
❚r❡♥❞ ◆❆❋❚❆ ♣❛rt♥❡rs ✵✳✵✵✵✶✾✾ ✵✳✵✵✵✶✻✽
✭✶✳✸✹✮ ✭✵✳✽✷✮
❧♥ ●❉P♦ ●❉P❞ ♣✳❝❛♣ ✲✵✳✹✾✽∗∗∗
✭✲✸✳✺✺✮
❧♥ ●❉P♦ ●❉P❞ ✶✳✵✾✾∗∗∗
✭✼✳✾✺✮
❚✐♠❡ ❞✉♠♠② ❨❡s ❨❡s ❨❡s
❈♦✉♥tr②✲♣❛✐r ❋❊ ❨❡s ❨❡s ❨❡s
❙❊ ❝❧✉st❡r❡❞ ❈♦✉♥tr②✲♣❛✐r ❈♦✉♥tr②✲♣❛✐r ❈♦✉♥tr②
◆ ✷✷✹✵✶✸ ✷✷✹✵✶✸ ✷✷✸✵✼✶
t st❛t✐st✐❝s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s
∗ p < 0.05✱ ∗∗ p < 0.01✱ ∗∗∗ p < 0.001
✾✽
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♦❢ tr❛❞❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ ✜r♠s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ❥♦✐♥t❧② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡r❡
t♦ ✐♠♣♦rt ❢r♦♠ ❛♥❞ t♦ ❡①♣♦rt t♦✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ r❡✈❡♥✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜r♠ ✐s t❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦
t❤♦s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ✜r♠s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐♥ ✜r♠s✬ s❛❧❡s
❛♥❞ ♣r♦✜ts✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ tr❛❞❡ ❜❛rr✐❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s ❤❛s ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ tr❛❞❡ ✢♦✇s ✇✐t❤ ♦t❤❡r tr❛❞✐♥❣ ♣❛rt♥❡rs✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ tr❛❞❡ ✢♦✇
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞✐sr✉♣t✐♥❣ tr❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ❝♦✉♥tr✐❡s
✐♠♣❛❝ts ♥❡❣❛t✐✈❡❧② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s
t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐s ♣❛rt❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❜② ✜r♠s ❡①✲
♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤♦❝❦ t♦ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ❝♦sts r❡✈✐s❡ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ❡①♣♦rt ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞









































































































































































































































































































































































































































❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ♥♦t✐♥❣ λk ❝♦♥st❛♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❛s
λk =
γk


































































❚❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥ ❝♦✉♥tr✐❡s B ❛♥❞ C✳
❙♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ♣r✐❝❡s ❢♦r ❛❧❧ str❛t❡❣✐❡s s ✐♥ ❛❧❧ ❝♦✉♥tr✐❡s k ❝♦♠❡s ❞♦✇♥ t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠ ♦❢



























































































































































































+MA × [ΛA,A + ΛA,AB + ΛA,ABC ]
]



























AB × [ΛB,AB + ΛB,ABC ]
]































AC × [ΛC,ABC ]
]
✶✵✹
























1− CA,AMA −CA,AMA −CA,AMA 0 0 0 0 0 0




AB MB 0 0 0




AB MB 0 0 −CA,ABCτACMC















0 0 0 0 0 0 1− CC,CMC −CC,CMC −CC,CMC
0 0 0 0 0 −CC,BCτ
1−σ
CB MB −CC,BCMC 1− CC,BCMC −CC,BCMC
0 0 −CC,ABCτ
1−σ
CA MA 0 0 −CC,ABCτ
1−σ












































































































































































































✷✳✻✳✸ ❱❡r✐❢②✐♥❣ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❚♦ ✐♥s✉r❡ t❤❛t ♥♦ ✜r♠s ✐♥ ♥❡✐t❤❡r A ♥♦r B ♥♦r C ❤❛s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡✱ ✇❡









































































❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✈❡r✐❢② ✐❢ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ πB,AB(ϕB,ABC) > πB,BC(ϕB,ABC)✳ ■♥ C✱ t❤❡



































































































































































































































































✷✳✻✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦✜ts ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❘❡✈❡♥✉❡s






❙✐♥❝❡ ✜r♠s ❝❤❛r❣❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛r❦✉♣ σ/(σ − 1) ♦✈❡r t❤❡✐r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦✜t ♠❛❞❡








✇❤❡r❡ FCk→k′ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ✜①❡❞ ❝♦st ♣❛②♠❡♥t ♦❢ ✜r♠s ❢r♦♠ k t❤❛t ❛❝❝❡ss ♠❛r❦❡t k
′✳
❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❝♦✉♥tr② A ❛♥❞ t❤ ❡s❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥tr✐❡s✳










































◆♦✇✱ ✇❡ ❡①♣r❡ss RA,s t❤❡ t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ♦❢ ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ A ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣② s✳ ❯s✐♥❣


























γ − (σ − 1)
×
[
ϕσ−γ−1A,A SA,A + ϕ
σ−γ−1

































❆❣❛✐♥✱ r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❡r♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦❣♥✐③❡
RA =
γσ
γ − (σ − 1)
(FCA→A + FCA→B + FCA→C)
❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
∑
k′








❊♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❛ ◆❡t✇♦r❦ ♦❢
■♥♣✉t✲❖✉t♣✉t ▲✐♥❦❛❣❡s
❇② ❋r❛♥ç♦✐s ❞❡ ❙♦②r❡s ❛♥❞ ❙❤❡❦❤❛r ❚♦♠❛r✶
❆❜str❛❝t
❲❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♦♥❡ s❡❝t♦r ♦♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ s❡❝t♦rs
❧♦❝❛t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧②✲❝❤❛✐♥❄ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ❛r❡ ❣r♦ss
s✉❜st✐t✉t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ ❧❛❜♦r
❞❡♠❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❡r ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
s❤♦❝❦ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡
♥❡t ❡✛❡❝t ♦♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s✐♠♣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡
s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❋r❡♥❝❤ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❡♠♣❧♦②♠❡♥t s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ s❡❝t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t ♣r✐❝❡ ❛r❡ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
✶❊♠❛✐❧✿ ❢r❛♥❝♦✐s✳❞❡✳s♦②r❡s❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠ ❛♥❞ ❙❤❡❦❤❛r✳❚♦♠❛r❅✉t✲❝❛♣✐t♦❧❡✳❢r✳
✶✶✶
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❘❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ ✐♥♣✉t✲
♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ✐♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧ s❤♦❝❦s✳ ■♥ ❛♥ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦♥❡ s❡❝t♦r ②✐❡❧❞s ❜❡♥❡✜ts ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r s❡❝t♦rs✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤♦s❡ s❡❝t♦r❛❧ s♣✐❧❧♦✈❡rs ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡
❧♦♦❦s ❛t ❣r♦ss ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✉s❛❣❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
✐♥♣✉t s✉❝❤ ❛s ❧❛❜♦r✱ ♦r ❢♦r ✈❛❧✉❡ ❛❞❞❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳✷ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡
♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t✱ ✜r♠s ❛♥❞ s❡❝t♦r r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ♠✐① ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❝❛❧❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛❜♦r ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ s❡❝t♦rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ❦❡② ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✿
✭✐✮ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠✐① ❞✉❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡
♣r✐❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❛❧❡s ❛ttr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝t♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t♦t❛❧ s❛❧❡s ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢
❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥♣✉t ❞❡♣❡♥❞s s♦❧❡❧② ♦♥ t❤❡ ❣r♦ss s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ♦r
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥
✜r♠s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡r ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❛s❦❡t✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡✱ ❤❡r❡❜② ❛ttr❛❝t✐♥❣ ♥❡✇ ❝✉st♦♠❡rs✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
s❝❛❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r❛❝ts t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❧❛❜♦r s❤❛r❡ ♣❡r ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡
t❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
❝❤❛♥❣❡s✳
❲❡ t❤❡♥ ❡①♣❧♦✐t ❛ ✈❡r② ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤♦s❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s s❡♣❛✲
r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝❛♥
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ✜r♠s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳
✷❆❝❡♠♦❣❧✉ ❛♥❞ ❘❡str❡♣♦ ✭✷✵✶✻✮ st✉❞② ✏t❤❡ r❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ♠❛♥✑ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥
✭✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ r♦❜♦ts✮ ❢♦r ❧❛❜♦r s❤❛r❡✳
✶✶✷
❖✉r ♣❛♣❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ str❛♥❞s ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❋✐rst✱ ♦♥ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜② ▲♦♥❣ ❛♥❞ P❧♦ss❡r ✭✶✾✽✸✮ ♦♥ ❜✉s✐♥❡ss ❝②❝❧❡s
✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❡❝♦♥♦♠②✱ ♠❛♥② ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t♦r❛❧ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♥ ♦✉t♣✉t✱ ❞✐❧✉t✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✏❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥✑ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐❞✐♦s②♥✲
❝r❛t✐❝ s❡❝t♦r❛❧ ♦r ✜r♠✲❧❡✈❡❧ s❤♦❝❦s s❤♦✉❧❞ ✇❛s❤ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✳
❈❛r✈❛❧❤♦ ✭✷✵✶✶✮✱ ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r
✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛♠♣❧✐❢② s❡❝t♦r❛❧ s❤♦❝❦s t♦
❝r❡❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ ♠❛♥② st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s ♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦r ❣r♦ss ♦✉t♣✉t✱ ✇❡ ❛r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❧✐♥❦❛❣❡s✳
❖♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❆t❛❧❛② ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❋♦❡rst❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❡❝t♦r❛❧ s❤♦❝❦s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ●✐♦✈❛♥♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ✉s❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❋r❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡①❡r❝✐s❡✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❇❛rr♦t ❛♥❞ ❙❛✉✈❛❣♥❛t ✭✷✵✶✻✮ ✉s❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛st❡r ❛s ❛ ♣r♦①② ❢♦r ✜r♠
❧❡✈❡❧ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ s❤♦❝❦s t♦ st✉❞② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❤♦❝❦s ❢r♦♠ ♦♥❡ ✜r♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦✉t♣✉t ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❛♥❞ s♣✐❧❧♦✈❡rs✳
❖✉r ♣❛♣❡r ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧ ✭✷✵✶✻✮ ✉s❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ❞❛t❛ t♦ ❡st✐✲
♠❛t❡ s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s❡ ✜r♠
❧❡✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❤❛❞ t♦ ✉s❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡s ❢♦r t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
❲❡ ✐♠♣r♦✈❡ ✉♣♦♥ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜② ✉s✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛s✲
t✐❝✐t②✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦r✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❤❛s ♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r
❜✉t ✇❡ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❛st✐❝✐t② ❛s ✇❡❧❧✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥
❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✲❧❛❜♦r ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❧❛② ❞♦✇♥ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ s❡❝t♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ✐ts ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t✳ ❚❤✐s ❡❧❛st✐❝✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ❦❡② ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡r✐✈❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ t❤r❡❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡
✶✶✸
❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❢♦r ♠❛♥② s❡❝t♦r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t
❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ r❡s✉❧t ❢♦r s❡❝t♦r✬s s❡♥s✐❜✐❧✐t② t♦ ✉♣str❡❛♠ s❤♦❝❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r ♦✛❡rs ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣
r❡♠❛r❦s ❛♥❞ ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✳
✸✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣s ❛ s✐♠♣❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✜r♠s ❛♥❞ s❡❝t♦rs ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✇♦r❦✳
✸✳✷✳✶ ❇❛s✐❝s
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❝t♦r k ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✜r♠s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ Yk ✉s✐♥❣
t❤r❡❡ ✐♥♣✉ts✿ ❧❛❜♦r Lk✱ ❝❛♣✐t❛❧ Kk ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts Mk ❜♦✉❣❤t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✜r♠s✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧
✜r♠s ✇✐t❤✐♥ s❡❝t♦r k ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ✜r♠ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❞❡① ❛♥❞ ✇❡ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡





















k ✐s ❛ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ǫP > 0 ✐s t❤❡
❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts✳ µ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t
t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ s❤❛r❡ ♦❢ ❜❛s✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✈✐s✲❛✲✈✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t✳ ❆s ✇✐❧❧
❜❡ ❝❧❡❛r ❧❛t❡r✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤♦s❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡♠ ❛s ✇❡ ✉s❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥♣✉t ♣r✐❝❡s t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥♣✉t ✉s❛❣❡✳ ❙❡❝t♦r k ❢❛❝❡s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❝✉r✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t②
♦❢ ǫD✱ s✉❝❤ t❤❛t✿
D(pk) = D0(pk)
−ǫD ✭✸✳✷✮
✇❤❡r❡ pk ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ s❡❝t♦r k✬s ❣♦♦❞ ❛♥❞ ǫD ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t
♠♦❞❡❧ ❢✉rt❤❡r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r ❣♦♦❞s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s❡❝t♦r k ❜✉t r❛t❤❡r ♣♦s✐t t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✭❧♦❝❛❧❧②✮ ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✳ ❙✉❝❤ ❞❡♠❛♥❞
❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✐♥❞✉str✐❡s ♦❢ ❢r♦♠ ✜♥❛❧ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❙❡❝t♦r k ✐s ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❛♥❞
❝❤♦s❡s ✐ts ♣r✐❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♣r♦✜t✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ❢❛❝❡s ❛ ❞❡♠❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡
✶✶✹











✇❤❡r❡ MCk ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ s❡❝t♦r k ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❞❡① ❞✉❛❧ t♦
t❤❡ ❈❊❙ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② qk ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧
















❋✐r♠s ✐♥ s❡❝t♦r k t❛❦❡ ✐♥♣✉t ♣r✐❝❡ ❛s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ❝❤♦s❡ Lk✱ Kk ❛♥❞ Mk ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
t❤❡✐r ♣r♦✜t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣✳✸ ❲❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧
✐♥♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❛❜♦r ❜✉♥❞❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❧❛❜♦r ❛♥❞
❝❛♣✐t❛❧ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t♦t❛❧ ♣r♦✜ts ✐♥ s❡❝t♦r k ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ♠✐♥✉s t♦t❛❧
❝♦sts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿






k − vkVk − qkMk ✭✸✳✻✮
✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡♠❛♥❞ ❝✉r✈❡ ✭✸✳✺✮✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✜r♠s ❞♦ ♥♦t t❛❦❡





















❆s ✐s ✉s✉❛❧✱ ✜r♠s ✉s❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥♣✉ts ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♣r♦❞✉❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❡q✉❛❧s t❤❡✐r ♣r✐❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♣❛②✐♥❣ ❢♦r t❤♦s❡ ✐♥♣✉ts✳ ■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ s❤❛♣✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞❡♠❛♥❞✱
✸■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t✇♦ st❡♣✱ ✇❤❡r❡✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✜r♠s ❝❤♦s❡ ✐♥♣✉ts t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡✐r
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ t❤❡② ❝❤♦s❡ t❤❡✐r ♣r✐❝❡ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♣r♦✜t✳
✶✶✺
st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ♣r♦❞✉❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐r✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✉♥✐t ♦❢ ❛♥② ✐♥♣✉t ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✭✐✮ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉t ❤❛s ♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞
✭✐✐✮ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❤❛s ♦♥ ✜♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Yk ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t



























❯s✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ∂Yk∂Mk ✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✜rst











◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡✇r✐t❡ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❛❝t♦r ♣❛②♠❡♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ q✉❛♥t✐t②✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣












❋✐♥❛❧❧②✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ vk ❜② ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✹✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t♦t❛❧ ♣❛②♠❡♥t t♦ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡



















❲❡ ✇❛♥t t♦ ❣❡t ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛
♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ✐♥ s❡❝t♦r ❧♦❝❛t❡❞ ✉♣str❡❛♠ t♦ s❡❝t♦r k✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❛
s❤♦❝❦ ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝t s❡❝t♦r k✬s ✐♥♣✉t ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ s❛❧❡s t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧
✐♥♣✉t qk ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦st✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ s❡❝t♦r k ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ❦❡② ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✱ ǫP ❛♥❞ ǫD✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡
❢♦r ♠❛♥② s❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❋r❡♥❝❤ ❞❛t❛✳
✶✶✻
❲❡ ❞❡♥♦t❡ x̂ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✭x̂ = dxx = d log(x)✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❋❖❈s ✐♥ s❡❝t♦r k✱ ✇❡ ✜rst s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Yk ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡♥ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③❡ ✭✸✳✽✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t D0✱ µ ❛♥❞ ❛❧❧ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t
❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✮✿
(



















































✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✿ ̂(x+ y) = sxx̂ + syŷ✱ ✇✐t❤ sx =
x
x+y ✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❤♦❧❞s




















❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❢♦r sM ✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ②✐❡❧❞s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r V̂k✿
V̂k =
ǫ2P





























❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✇❛❣❡ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ s❤♦❝❦s t♦
t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts✳✹ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s❤♦❝❦s t♦
✉♣str❡❛♠ s❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦✿
EV̂k =
−ǫ2P





) · ǫP − 1
ǫP
(





❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ K − L ❜✉♥❞❧❡✱ t♦t❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣s ♦♥ ❧❛❜♦r ✐s
s✐♠♣❧② ❡q✉❛❧ t♦ ❛ s❤❛r❡ (1−α) ♦❢ t♦t❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ Vk✳ ■♥ t✉r♥✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ s✐♠♣❧❡
✹❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❆♠✐t✐ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s❤♦❝❦s t♦
t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t ❛r❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ❜♦t❤ ✇❛❣❡s ❛♥❞ r❡♥t❛❧
r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛r❡ ✜①❡❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ✇❛❣❡s
❛♥❞ r❡♥t❛❧ r❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s✳
✶✶✼
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ Lk ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ Vk✿
wkLk = (1− α)vkVk =⇒ L̂k = V̂k
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ✉♣str❡❛♠✱ tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❛
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r✐❝❡ ♣r✐❝❡ q̂k = −1✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ K ❛♥❞ L ✉s❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
L̂k =












❆s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
ǫD > ǫP
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶
■♥ ♦✉r ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❛❧②s✐s✱✺ ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❛ s❡❝t♦r k′ ❧♦❝❛t❡❞ ✉♣str❡❛♠
t♦ k ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ k ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ K − L ❜✉♥❞❧❡ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts ǫP ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t②
♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢❛❝❡❞ ❜② s❡❝t♦r K✱ ǫD✳
✸✳✷✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦
❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ǫD ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ǫP ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ✇❛❣❡s ❛♥❞ r❡♥t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❛❢t❡r ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r✐❝❡
✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❡❧♦✇ ♣❧♦ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L̂k ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❜♦t❤ ǫP ❛♥❞ ǫD✳ ❲❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❣r❡② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② z = 0✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r
ǫD > ǫP ✱ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ s❡❝t♦r k ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❡✈❡♥
✇❤❡♥ ❧❛❜♦r ✐s ❣r♦ss s✉❜st✐t✉t❡ ✇✐t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❤❡♥ ǫP > 1✱ t❤❡ K − L ✐s ❣r♦ss s✉❜st✐t✉t❡ ✇✐t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r✐❝❡ ❣✐✈❡s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✜r♠s ✐♥ s❡❝t♦r k t♦ ❞❡♠❛♥❞ ♠♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts
✺✇✐t❤ ✜①❡❞ ✇❛❣❡s ❛♥❞ r❡♥t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
✶✶✽
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t
✶✶✾
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡♥❞✐♥❣ s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛❜♦r ❞❡❝r❡❛s❡s
✇❤✐❝❤ tr✐❣❣❡rs ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ pk✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ǫD > ǫP > 1✱
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r✐❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❛❧❡s t❤❛t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦✈❡rt✉r♥s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r
❞❡♠❛♥❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ s♣❡♥❞✐♥❣ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❧❛❜♦r ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t♦t❛❧ s♣❡♥❞✐♥❣s ♦♥ ❛❧❧
✐♥♣✉ts ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ str♦♥❣❧② s♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t♦t❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❧❛❜♦r✳
❍❡♥❝❡✱ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ s❡❝t♦r k ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ✉♣str❡❛♠✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡✈❡rs❡❞ ✇❤❡♥ ǫD < ǫP ❛♥❞ t❤❡ s❛❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❧❛❜♦r s❤❛r❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❡t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t✳
❲❤❡♥ ǫP < 1✱ ❧❛❜♦r ✐s ❣r♦ss ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤
❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r✐❝❡ tr✐❣❣❡rs ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ✐♥ s♣❡♥❞✐♥❣s✳
✸✳✷✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❊q✉❛t✐♦♥s
❇❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦✉r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❧❛② ❞♦✇♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡❧✐✈❡r❡❞
❜② ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❛t ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡♥ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②✳
▲♦♦❦✐♥❣ ✜rst ❛t t❤❡ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥

















❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✜r♠ ✐♥ s❡❝t♦r k ②✐❡❧❞s t❤❡



















❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♣♦s✐t✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧②
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❈❊❙ ❢♦r♠ ✭✇✐t❤♦✉t ❛ ✜rst st❡♣ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧✮✱ ✜r♠s✬ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧t✐♦♥s❤✐♣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇✐t❤♦✉t ❛ K − L ❜✉♥❞❧❡✱ t❤❡
s❤❛r❡ ♦❢ ❧❛❜♦r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❢♦rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❧❛❜♦r ❛♥❞
✶✷✵












❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡





❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s ✐♥ s❡❝t♦r i ❢♦r ❛♥② s❡❝t♦r k ❧♦❝❛t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠
♦❢ i ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t✇♦ ❦❡② ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❛t❛ ♦♥ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s ✐♥ ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤♦s❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛t t❤❡
s❡❝t♦r ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✶✲❞✐❣✐t ❧❡✈❡❧ ✧❈✧ ✉♥❞❡r ◆❆❋
♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ✉s❡❞ ❜② ❋r❡♥❝❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❣❡♥❝② ■◆❙❊❊✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✷✹ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
s❡❝t♦rs ❛t ✷✲❞✐❣✐t ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✶✵ s❡❝t♦rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ②❡❛r✳
✸✳✸✳✶ ❉❛t❛
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❢♦r t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡✳ ❖✉r ✜rst s♦✉r❝❡
♦❢ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❇❘◆ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ✜s❝❛❧ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥✳✻ ■t ❝♦♥t❛✐♥s
❜❛❧❛♥❝❡✲s❤❡❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜r♠s✬ t❛① ✜❧❧✐♥❣s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✜r♠s✬ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛❣❡ ❜✐❧❧✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡ r❛t❡✳ ❖✉r ❞❛t❛s❡t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
✜r♠ ♦♣❡r❛t❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳
❲❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ✼ ②❡❛rs ♣❡r✐♦❞ str❡t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✵✵✸ t♦ ✷✵✵✾ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ ❊✉r♦ ✭❛♥❞ ♥♦t ❋r❡♥❝❤ ❋r❛♥❝s✮✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✵✱✵✵✵
✜r♠s ♣❡r ②❡❛r✳ ❲❡ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ✜r♠s ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ ✺ ❡♠♣❧♦②❡❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡
t♦ ❛❜♦✉t ✸✵✵✱✵✵✵ ✜r♠s ♣❡r ②❡❛r✳✼ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r ②❡❛r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❛❜❧❡
✻❇❘◆ st❛♥❞s ❢♦r ❇❡♥❡✜❝❡ ❘❡❡❧ ◆♦r♠❛❧✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t❛① r❡❣✐♠❡ ❢♦r ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s✳
✼❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❛s♦♥s ✇❤② ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ s♠❛❧❧ ✜r♠s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✜r♠s ❡♠♣❧♦②✐♥❣
❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❤❛✈❡ ❛ ✏❞✐s❝r❡t✐♦♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠✑ ❛s ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡✐r ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ❜② ♦♥❡ ♣❡rs♦♥ ❝❛♥
✶✷✶
3.1 ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r s❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ t❛❜❧❡ ❄❄✳ ❙❡❝t♦rs ❛r❡
✉♥❡✈❡♥❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s♦♠❡ s❡❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ s❡❝t♦rs ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ✸✱✵✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t♦t❛❧✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚♦t❛❧ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❆❧❧ ▼♦r❡ t❤❛♥ ✺ ❡♠♣❧♦②❡❡s ▼♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ❡♠♣❧♦②❡❡s
✷✵✵✸ 51, 424 49, 116 35, 345
✷✵✵✹ 50, 977 48, 421 34, 476
✷✵✵✺ 50, 081 47, 757 34, 034
✷✵✵✻ 49, 187 46, 999 33, 573
✷✵✵✼ 48, 100 45, 959 33, 004
✷✵✵✽ 45, 560 42, 611 31, 722
◆♦t❡✿ ❋r♦♠ ❇❘◆ ❛♥❞ ❉❆❉❙ ♠❡r❣❡ ✭❖♥❧② ◆❆❋ ✧❈✧ s❡❝t♦rs✮
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t ✐s ❉❆❉❙ ✭❉é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❛♥♥✉❡❧❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦❝✐❛❧❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝ts
♠❛t❝❤❡❞ ❡♠♣❧♦②❡r✲❡♠♣❧♦②❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠❛♥❞❛t♦r② r❡♣♦rt✐♥❣ ♦❢ ❣r♦ss ❡❛r♥✐♥❣s ❜② ❡❛❝❤
✜r♠ t♦ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ t❛① ❛✉t❤♦r✐t②✳ ❚❤❡ ❉❆❉❙ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤✐s ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❞❛t❛✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛❧❧
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❋r❡♥❝❤ ❡♥t❡r♣r✐s❡s ❛♥❞ ✇❤♦ ✇❡r❡ ❜♦r♥ ✐♥ ❖❝t♦❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥✲♥✉♠❜❡r❡❞
②❡❛rs✳ ❊❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❉❆❉❙ ❞❛t❛s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛t❝❤❡❞ ❡♠♣❧♦②❡r✲❡♠♣❧♦②❡❡ ♣❛✐r ❛♥❞
❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛②s ✇♦r❦❡❞✱ t♦t❛❧ ✇❛❣❡✱ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡♠♣❧♦②❡❡
r❡❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❛❣❡✱ s❡① ❡t❝✳ ❊❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❡♠♣❧♦②❡❡ ✐❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
❢♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝r♦ss ②❡❛rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜r♠ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭❙■❘❊◆✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r
♠❛t❝❤✐♥❣ ❉❆❉❙ ✇✐t❤ ❇❘◆ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤❡ ❡✐❣❤t ②❡❛rs ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛t❛s❡t ❤❛s
r♦✉❣❤❧② ✷✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ♠❛t❝❤❡❞ ❡♠♣❧♦②❡r✲❡♠♣❧♦②❡❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ♠❡r❣❡ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✱ ❇❘◆ ❛♥❞ ❉❆❉❙✱ t♦ ❣❡t ✜♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ✇✐t❤
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 50, 000 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡r ②❡❛r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ 3.1✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡r❣❡❞ ❞❛t❛
✇❡ ✉s❡ ❢♦r r✉♥♥✐♥❣ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✇❛❣❡s ♦♥ ✐♥♣✉t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✜r♠s✳
✸✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥✿ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❧♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ s♦❧✈✐♥❣ ✜r♠✬s ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s✐③❛❜❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡✐r t♦t❛❧ ✇❛❣❡ ♣❛②♠❡♥t✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡✐r ✐♥♣✉t
♠✐①✳ ❙❡❝♦♥❞✱ s♠❛❧❧ ✜r♠s ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❡①♣❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥♣✉t ❜❛s❡ ✐♥ ❛
♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛② ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝r✉✐t♠❡♥t ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳
✶✷✷
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ ♦r ❢✉❧❧ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛s ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst
❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞








= (1− ǫP )(1− αj) log (w)kjt + γk + δt + CONTROLS + ǫkjt ✭✸✳✶✻✮
✇❤❡r❡ ▲❍❙ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✻✮ ❣✐✈❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r s♣❡♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s
❢♦r ✜r♠ k ✐♥ s❡❝t♦r j ❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡ ✐s t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦♥
✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡ wkjt✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ✜r♠ ❛❢t❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❢♦r
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s❦✐❧❧ ❛♥❞ ✇♦r❦❡r ❧❡✈❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ ❢♦r
❡❛❝❤ ✜r♠ ✇❡ ✉s❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❡♠♣❧♦②❡r✲❡♠♣❧♦②❡❡ ❉❆❉❙ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♥str✉❝t r❡s✐❞✉❛❧ ✇❛❣❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡
✜r♠s✳ ✽ ❙✐♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ♣❛♥❡❧ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜② ✉s✐♥❣ ✜r♠
✜①❡❞ ❡✛❡❝ts γk✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts δt ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ②❡❛r❧② ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ✜r♠s✳
▲❛st❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ✇❡ r❡♣♦rt ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❦❡ ❛❣❡✱ r❡❣✐♦♥✱ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡s ❡t❝✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ❤❡r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♣❧❛♥t ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ❜❡❝❛✉s❡ ❇❘◆ r❡♣♦rts ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✉s❛❣❡ ❛t t❤❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♥♦t
♣❧❛♥t ❧❡✈❡❧✳
❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✇✐t❤✐♥ ✜r♠
✇❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❝r♦ss ✜r♠s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜r♠ ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡
♣❡r✐♦❞s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❜✐❛s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ s❦✐❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦r ♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥❞
♥♦♥✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✜r♠s t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♥t❛❧ r❛t❡s ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✜r♠ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts γk✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s r❡♥t❛❧
r❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜r♠✳
❆s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❢✉❧❧ ✭♥♦♥✲♥❡st❡❞✮ ❈❊❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❝❛♣✐t❛❧✱ ❧❛❜♦r ❛♥❞
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡s ❡♥t❡r t❤❡ s❛♠❡ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s❛♠❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ǫP
❛❝r♦ss t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥♣✉ts✳ ▲♦❣✲❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲♥❡st❡❞ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿








= −(1− ǫP ) log (w)kjt + γk + δt + CONTROLS + ǫkjt ✭✸✳✶✼✮
✇❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✼✮ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✸✳✶✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ▲❍❙ ❝♦♠✐♥❣ ❞✉❡ t♦
❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐♥ t❤✐s ♥♦♥✲♥❡st❡❞
❝❛s❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♥❡st❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ǫP ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs✱ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
✶✵ ✷✲❞✐❣✐t s❡❝t♦rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✧❈✧ ❝❛t❡❣♦r②✱ ✉♥❞❡r ✶✲❞✐❣✐t ◆❆❋ ✐♥❞✉str② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜ s❡❝t✐♦♥✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛s❡t ❤❛s ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❤❡❧♣s ✉s ♦✈❡r❝♦♠❡ ♠❛♥② ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣❡rs✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ❋✐rst❧②✱ ✐t ❣✐✈❡s ✉s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❛t❝❤❡❞ ❡♠♣❧♦②❡r✲❡♠♣❧♦②❡❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✇♦r❦❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s ✉s
✜❧t❡r ♦✉t s❦✐❧❧ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✇♦r❦❡r ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❣❡t ♣r❡❝✐s❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛t t❤❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛t❝❤ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ❞❛t❛
♦❢ ✜r♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ r✉♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❛s st❛t❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮ ✇✐t❤ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦r❦❡r ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❛❧❛♥❝❡ s❤❡❡t ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t
❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡✳ ❙♦✱ ✉♥❧✐❦❡ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧ ✭✷✵✶✻✮ ✇❤♦ ✉s❡
❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ ❛t ✜r♠
❧❡✈❡❧✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✉s ✐♠♣r♦✈❡s ✉♣♦♥ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✉s❡ ♣r❡❝✐s❡ ✜r♠
❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛s❡t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❍❛✈✐♥❣ ✜r♠
✜①❡❞ ❡✛❡❝ts t❤✉s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ r❡♥t❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝r♦ss ✜r♠s ❛♥❞ t❤✉s
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ str✐❝t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♣✐t❛❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠♦❜✐❧❡ ❛❝r♦ss ✜r♠s ❛s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚❤✐r❞❧②✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ✐♥ ♦✉r ♣r✐♠❛r②
r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r r❡❣✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧ ✭✷✵✶✻✮ ✐♥st❡❛❞
❤❛❞ t♦ ✉s❡ ❛♥ ■❱ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤✐s r❡❣✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
❛❧r❡❛❞② ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r r❡❣✐♦♥❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ✜r♠ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳
❊♥❞♦❣❡♥❡✐t②
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣
❜♦t❤ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❛❝r♦ss ✜r♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❛❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢
♦✉r ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥② t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✜r♠ s♣❡❝✐✜❝
✶✷✹
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠✉st ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧
s♦✉r❝❡s ❢♦r ❡♥❞♦❣❡♥✐❡t② ❜✐❛s ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❝♦sts t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ♦r
❧❛❜♦r ♠② ❞✐st♦rt ✜r♠✬s ✐♥♣✉t ❝❤♦✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐❝ ❝♦st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡s ♣❛✐❞ ❜② t❤❡ ✜r♠✳
❚♦ s♦❧✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ❜✐❛s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧
✭✷✵✶✻✮ ❛♥❞ ✉s❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦st ✜r♠s ❛r❡ s♠❛❧❧
❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ✐♠♣❛❝t ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s ❛r✐s✐♥❣
❢r♦♠ ✜r♠✬s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐ts ❝♦st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ s✉❝❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❍❛✈✐♥❣ s❛✐❞ t❤❛t✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t s✉❝❤ ❜✐❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s
♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧ ✭✷✵✶✻✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
❞❛t❛s❡t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛♥② t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② t❤r♦✉❣❤
✜r♠ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧ ✭✷✵✶✻✮ ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛r❡❛
❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r r❡❣✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ♣❛♥❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✜①❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❆s ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦ ❢♦r ♦✉r ❖▲❙ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ t❤✉s r✉♥ t✇♦ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ♥❡st❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥❡st❡❞ ❈❊❙ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✜rst s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧
✭✷✵✶✻✮ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡ wjt ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✜r♠
❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡ wkjt✳
✾ ❆s ❛ s❡❝♦♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❝❤❡❝❦✱ ✇❡ ✉s❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡ wjt ❛s ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r
✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡ wkjt✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡ wjt s❛t✐s✜❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛
❣♦♦❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❖♥❡✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛❣❡s ♦♥❝❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦✉t
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦r❦❡r ❧❡✈❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ♦t❤❡r s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚✇♦✱ ✐t ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡s t❤❡
❡①❝❧✉s✐♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ✜r♠ ❧♦❝❛t✐♦♥
❝❤♦✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ ✜r♠ ✜①❡❞ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❡rr♦r t❡r♠s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts
❖✈❡r❛❧❧✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡st❡❞
❛♥❞ ♥♦♥✲♥❡st❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮✳
✶✳ ❚❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❖▲❙ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❢♦r
✾❚❤❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❝r♦ss t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s✱ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❡❛✱
❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳
✶✷✺
❡❛❝❤ s❡❝t♦r ✇✐t❤ ✜r♠ ❛♥❞ ②❡❛r ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡
✉s❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❆r❡❛ ❛♥❞ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ♦♥❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧ ✭✷✵✶✻✮✳ ❍❡r❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✱
✇❡ ✉s❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❡❛✳
❖❜❡r✜❡❧❞ ❛♥❞ ❘❛✈❛❧ ❛r❣✉❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✜r♠s ♠❛② ✜♥❞
✐t ❝♦st❧② t♦ ❛❞❥✉st ❝❛♣✐t❛❧ ♦r ❧❛❜♦r✳ ❉❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✜r♠✬s ❝❛♣✐t❛❧ ♦r ❧❛❜♦r ❢r♦♠ st❛t✐❝
❝♦st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡ r❛t❡✳
✸✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡t ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ■❱✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ❛s ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t
❢♦r ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✳
❚❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s✐① ❝❛s❡s ✭✷ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ × ✸ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❛❣❡s✮ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ 3.4✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡r❡ ✐s
✈❡r② ❧❛r❣❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡s❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞
r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛r❡ q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✿ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s PEj ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ 3.4 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
s❤❛r❡ αj ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ 3.2 ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r j✱ ✇❡ ❜❛❝❦ ♦✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✳ ❋✐rst✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧ ❈❊❙ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❢❛❝t♦rs
♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱✶✵ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②
ǫP,j = 1− PEj ✭✸✳✶✽✮
✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ǫP,j ❛♥❞ PEj ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣♦s✐t✐♥❣ ❛ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡





✶✵▼❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ K − L ❜✉♥❞❧❡ t❤❛t ✐s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛s ❛ ✜rst st❡♣✳
✶✷✻
❲❡ t❤❡♥ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋♦r ❛ r❛t✐♦ R = X/Y ✇❤❡r❡ X




+ V (Y )
X2
Y 4
❍❡♥❝❡✱ ♥♦t✐♥❣ σα,i ❛♥❞ σPE,i t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦❢ αi ❛♥❞ PEi r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦r









❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦✉r ❖▲❙ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤ 3.3 ❛♥❞
3.2 ❢♦r t❤❡ ◆❡st❡❞ ❛♥❞ ◆♦♥✲◆❡st❡❞ ❝❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t t♦ ♥♦t✐❝❡ ❤❡r❡
✐s t❤❛t s❡❝t♦rs ❛r❡ ❢❛✐r❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡✐r ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥ ♥❡st❡❞
❝❛s❡ ✭✜❣✉r❡ 3.2✮ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ ❈♦❜❜✲
❉♦✉❣❧❛s str✉❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜♦✉r ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▲♦♥❣ ❛♥❞ P❧♦ss❡r ✭✶✾✽✸✮
♦r ❆❝❡♠♦❣❧✉ ❡t ❛❧ ✭✷✵✶✷✮✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡st❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ 3.3✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ t✇♦ st❡♣ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ s❡❝t♦rs ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ❡❧❛st✐❝✐t②
♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ K − L ❜✉♥❞❧❡ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❞✉str② ✭s❡❝t♦r ✷✵✮✱ ♠❡t❛❧❧✉r❣② ✭s❡❝t♦r ✷✹✮ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t
♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✭s❡❝t♦r ✷✽✮ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✇❤♦❧❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❧②✐♥❣ str✐❝t❧② ❛❜♦✈❡ ♦♥❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ t❤♦s❡ s❡❝t♦rs ✇♦✉❧❞ t❤❡♥
❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❛❜♦r ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠
s❡❝t♦r✳
✸✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥✿ Pr✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❞❡♠❛♥❞
❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❢❛❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s❡❝t♦r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝❡ s❡tt✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r
✉♥❞❡r ♠♦♥♦♣♦❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✜r♠s ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣r♦✜ts✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡
♠❛r❦✉♣ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❛s ǫD/(ǫD − 1)✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♠❛r❦✉♣ ❛❝r♦ss s❡❝t♦r ❜② r❛t✐♦ ♦❢ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ r❡✈❡♥✉❡ t♦ ❝♦st ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ✜r♠s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
s❡❝t♦r✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s ✇❡ ♦♥❧② t❛❦❡ ✜r♠s ✇❤♦s❡ ♠❛r❦✉♣ ❧✐❡s ✐♥ (1, 2) ❛♥❞ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ 3.4 ❛♥❞ t❛❜❧❡ 3.5✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ s❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♠❛♥❞
✶✶❙❡❡ ✐♥ ✏❙❛♠♣❡❧✐♥❣ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✑✱ ✸r❞ ❊❞✳ ❜② ❈♦❝❤r❛♥❡ ✭✶✾✼✼✮✱ ♣❛❣❡ ✶✽✸ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢
✶✷✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❊❧❛st✐❝✐t② ❢♦r ✶✵ ✷✲❞✐❣✐ts s❡❝t♦rs
◆♦♥✲◆❡st❡❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❖▲❙
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❊❧❛st✐❝✐t② ❢♦r ✶✵ ✷✲❞✐❣✐ts s❡❝t♦rs
◆❡st❡❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❖▲❙
✶✷✽
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ Pr✐❝❡ ❊❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ❉❡♠❛♥❞ ❢♦r ✷✵ ✷✲❞✐❣✐ts s❡❝t♦rs
❡❧❛st✐❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ 4 ❛♥❞ 5✳ ❚❤✐s ✇❛② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r r❡❝❡♥t
✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
✸✳✹ ❙❡❝t♦r❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ✉♣str❡❛♠ s❤♦❝❦s
❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ s❡❝t♦r i ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s❤♦❝❦ t♦ ❛♥② s❡❝t♦r k ❧♦❝❛t❡❞ ✉♣str❡❛♠
✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✳ ❆s ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦




P❛♥❡❧ ❋✐①❡❞ ❊✛❡❝ts ❘❡❣r❡ss✐♦♥s
■♥ ✜❣✉r❡s 3.5 ❛♥❞ 3.6✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❛t✐♦ ❢♦r ✶✵ s❡❝t♦rs✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤✐s ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡s✲
t✐♠❛t❡s ♦❢ ♥❡st❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥❡st❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♦✉r ❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥
②✐❡❧❞s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ s❡❝t♦rs ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ s❤♦❝❦ ✉♣str❡❛♠✳✶✷ ❚❤✐s r❡s✉❧ts st❡♠s ♣r✐♠❛r✐❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦r
♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝t♦rs ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ 4 ❛♥❞ 5 ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛t♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
s❝❛❧❡ ❢♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✳
■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡❝t♦rs ♣r❡s❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❞✉str②
✶✷◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡ ✐♥ ♦✉r ♦t❤❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❛r❡❛✲❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s✱ s❡❡ ❜❡❧♦✇
✶✷✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❘❛t✐♦s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② t♦ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②
◆♦♥ ◆❡st❡❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❖▲❙
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❘❛t✐♦s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② t♦ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②
◆❡st❡❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❖▲❙
✭s❡❝t♦r ✷✵✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t✐♦ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
❞❡♠❛♥❞ t❤❛♥ ♦t❤❡r ✐♥❞✉str✐❡s✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
❧❡❛t❤❡r ❛♥❞ s❤♦❡s ✐♥❞✉str② ✭s❡❝t♦r ✶✺✮ ♦r t❤❡ ✇♦♦❞ ✐♥❞✉str② ✭s❡❝t♦r ✶✻✮ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✉♣str❡❛♠ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t r❡❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉♣str❡❛♠
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ✐♥❞✉str✐❡s✳
P❛♥❡❧ ✇✐t❤ ❆r❡❛ ▲❡✈❡❧ ✇❛❣❡s
❯s✐♥❣ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ✐♥ ❧✐❡✉ ♦❢ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ 3.7 ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ♥❡st❡❞ ❝❛s❡ ❛♥❞ 3.8 ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♥❡st❡❞ ❈❊❙ ❝❛s❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞✉str✐❡s ✇✐t❤ ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s
❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r
r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✭s❡❝t♦r ✷✵✮ ❛♥❞ ♠❡t❛❧❧✉r❣② ✭s❡❝t♦r ✷✹✮ ✐♥❞✉str✐❡s ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡✐r
✶✸✵
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❘❛t✐♦s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② t♦ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②
◆♦♥ ◆❡st❡❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❆r❡❛
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❘❛t✐♦s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② t♦ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②
◆❡st❡❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❆r❡❛
❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ s❡❝t♦r✳
P❛♥❡❧ ✇✐t❤ ❆r❡❛ ▲❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ❛s ■♥str✉♠❡♥ts
❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡s 3.9 ❛♥❞ 3.10 ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡st✐♠❛t❡❞ r❛t✐♦ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡s ❛s ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ str✐❦✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❝❛♥ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ❛s ❧♦✇ ❛s ✵✳✶ ❢♦r t❤❡ ❝❧♦t❤✐♥❣
✐♥❞✉str② ✭s❡❝t♦r ✶✹✮ ❛♥❞ ❛s ❤✐❣❤ ❛s ✶✳✷ ❢♦r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❞✉str② ✭s❡❝t♦r ✷✵✮✳ ❚❤♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ss✉♠✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s ❛❝r♦ss ✐♥❞✉str✐❡s
❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜✐❛s ♦♥ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❡❝t♦rs t♦ ✉♣str❡❛♠ t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s✳
✶✸✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❘❛t✐♦s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t② t♦ ❞❡♠❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t②
◆♦♥ ◆❡st❡❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ■❱




❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞s t♦ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦❝❦s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ s❡❝t♦rs✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❤♦✇ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦
✐♥ ❛♥ ✉♣str❡❛♠ s❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s r❡s✉❧t ✐♥ ❤✐r✐♥❣ ♠♦r❡ ❧❛❜♦r ✐♥ ❞♦✇♥str❡❛♠ s❡❝t♦rs✳ ❯s✐♥❣
❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛❜♦r✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❧❛❜♦r r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝r✉❝✐❛❧ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✱ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡♠❛♥❞
❡❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❝t♦r✳
❯s✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ♦♥ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s✱ ✇❡ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s s❡♣❛r❛t❡❧②
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ s❡❝t♦rs✳ ❲❡ ✜♥❞ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs ❢♦r ❜♦t❤
❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ s♦♠❡ s❡❝t♦rs ❢❡❛t✉r❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❛st✐❝✐t✐❡s
t❤❛t ❛r❡ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❤♦❝❦ ✐♥ ❛♥ ✉♣str❡❛♠ s❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡✐r ❧❛❜♦r ✉s❛❣❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥♣✉ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❧❛❜♦r tr✐❣❣❡rs
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥♣✉t ♠✐① ❝❤♦s❡♥ ❜② ✜r♠s ✐♥ t❤♦s❡ s❡❝t♦rs✱ ❞❡♣r❡ss✐♥❣ ❧❛❜♦r
❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐t ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s❛❧❡s ✭❞✉❡ t♦ ❛ ♣r✐❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡✮ ❛♥❞
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡
✐♥ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ✇❤✐❧❡ t♦t❛❧ r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ❣r♦ss ♦✉t♣✉t ✐♥❝r❡❛s❡✳
❯s✐♥❣ ♠✐❝r♦ ❞❛t❛ ♦♥ ❋r❡♥❝❤ ✜r♠s ✐♥ ♠❛♥② ✐♥❞✉str✐❛❧ s❡❝t♦rs ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ t❛❦❡ ❛ ❤✐❣❤❧②
❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✈✐❡✇ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧s ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞
❡❧❛st✐❝✐t✐❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❤♦❝❦s✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t s❤❡❞s ❛
♥❡✇ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡❜❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳✶✸
❆❜str❛❝t✐♥❣ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ❧❛❜♦r ✇♦✉❧❞ tr✐❣❣❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✳ ❲❤✐❧❡ t❡①t✐❧❡✱
❝❤❡♠✐❝❛❧ ♦r ♠❡t❛❧❧✉r❣② ♠✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥t ❞✉❡ t♦ ❛ str♦♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
s❝❛❧❡✱ ♦t❤❡rs ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ✉s❛❣❡✳
✶✸❚❤✐s t❤❡♠❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✷✵✶✼ ❋r❡♥❝❤ ♣r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥✳ ❙❡❡ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❜♦♦❦ ✏▲❡ ▼♦♥❞❡




❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Vk ✐♥ ✜r♠s✬ ♣r♦✜t
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
(




















































■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ r❡❧❛① t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❈♦❜❜✲❉♦✉❣❧❛s ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧




































❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛❣❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ✇❛❣❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❉❆❉❙ ♠❛t❝❤❡❞ ❡♠♣❧♦②❡r✲❡♠♣❧♦②❡❡ ❞❛t❛s❡t
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❉❆❉❙ ❣✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ❛❣❡✱ ❣❡♥❞❡r✱ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❡t❝✳ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛ ✇❛❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛t t❤❡ ✜r♠ ♦r
❛r❡❛ ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts✿
logwikjt = CONTROLS +Oi + Fk +Rikj + ǫikjt ✭✸✳✷✸✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
Oi ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ s❦✐❧❧ ❜✐❛s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✜r♠ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts Fk ❛♥❞ r❡❣✐♦♥ ❞✉♠♠✐❡s
Rikj ✳
✶✸✹
❆❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ✜❧t❡r ♦✉t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥s
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳ ❲❡ ❜❛❝❦ ♦✉t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛❣❡
r❡s✐❞✉❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜r♠ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❝r♦ss ✇♦r❦❡rs ❢r♦♠ s❛♠❡ ✜r♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❛r❡❛ ❧❡✈❡❧ ✇❛❣❡
r❡s✐❞✉❛❧ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❛r❡❛✳
✶✸✺
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ αj ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t♦rs


























❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ P♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮
◆♦♥✲♥❡st❡❞ ◆❡st❡❞
❙❡❝t♦r ✭❖▲❙✮ ✭❆r❡❛✮ ✭■❱✮ ✭❖▲❙✮ ✭❆r❡❛✮ ✭■❱✮
✶✵ ✲✵✳✶✻✯✯✯ ✲✵✳✵✹ ✲✵✳✹✼ ✵✳✵✺ ✵✳✼✺✯✯ ✸✳✼✶✯
✭✵✳✵✷✵✮ ✭✵✳✶✽✶✮ ✭✵✳✾✺✵✮ ✭✵✳✵✷✽✮ ✭✵✳✷✺✺✮ ✭✶✳✼✹✾✮
✶✶ ✲✵✳✷✻✸✯✯✯ ✲✵✳✷✽ ✲✵✳✽✽ ✵✳✷✻✯ ✲✵✳✻✸ ✲✵✳✽✻
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